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UNG DUNG PAO H
DE KHAO SAT VA VE B0 THI CUA HAM

Pong bién, nghich bién

- .........................................



SU PONG BIEN, NGHICH BIEN
CUA HAM SO

I - TINH PON DIEU CUA HAM SO

1
%TU’ do thi (H.1, H.2) hay chi ra cac khoang tang, gidm cla ham s6 y = cosx trén

3 4 d
doan [—g : ?n} va clia ham s6 y =|x| trén khoang (- ; + ).
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1. Nhéc lai dinh nghia
Ki hiéu K la khoang hoac doan hoac nlra khoang. Gia st ham s0 y = f(x)
xdc dinh trén K. Ta no6i
Ham s6 y = f(x) dong bién (tang) trén K né€u v4i moi cap
X1, X, thuoc K ma x; nhd hon x, thi f(x;) nho hon f(x,), tic la
X< X = flx)<f(x);
Ham s6 y = f{x) nghich bién (giam) trén K néu véi moi cap xq, x,

thudc K ma x;nho hon x, thi f(x;) 16nhon f(x,), tic 1a

X< xp = flx) > f(xp).



Ham s6 dong bién hoac nghich bién trén K duoc goi chung la
ham s6 don diéu trén K.

NHAN XET. Tur dinh nghia trén ta thay

Qo) = fx)

X =X

a) f(x) dong bién trén K < > 0, Vx, x, € K

(Xl * X2) )

f(xp) = f(x))

f(x) nghich bién trén K < <0, Vx;,x, €K

X=X
(.Xl * Xz) .
b) Néu ham s6 dong bién trén K thi do thi di lén tir trdi sang
phai (H.3a) ;
Né&u ham s6 nghich bién trén K thi do thi di xudng tir trai sang
phai (H.3b).
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2. Tinh don diéu va diu cia dao ham
ﬁXet cac ham sé sau va do6 thi ctia chung :
a) y=— (H.4a) b) y=— (H.4b)
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Xét d&u dao ham clia méi ham sé va dién vao bang tuong Gng.
TU d6 hay néu nhan xét vé mdi quan hé gilra su déng bién, nghich bién cla
ham s6 va diu cla dao ham.

Ta thura nhan dinh 1i sau day.
DINH LI

Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham trén K.

a) Néu f'(x) > 0 v6i moi x thudc K thi ham s6 f{x) dong bién
trén K.

b) Néu f'(x) < 0 v6i moi x thuoc K thi ham so6 f(x) nghich
bién trén K.

Toém lai, trén K
f'(x) >0 = f(x)dong bién
f'(x) < 0 = f(x) nghich bién.
CHUY
Néu f'(x) = 0, Vx € K thi f(x) khong ddi trén K.
Vidu 1. Tim cac khoang don diéu cua ham s6 :
a)y= x4 41 ; b) y = sinx trén khoang (0 ; 27).
Gidi
a) Ham s6 da cho xac dinh v6i moi x € R.
Taco y' = 8x°. Béang bién thién
X |~ 0 +00
v - 0 +

+00 +00
1




Vay ham s0 y = 22t +1 nghich bién trén khoang (— ; 0), dong bién trén
khoang (0 ; +0).
b) Xét trén khoang (0 ; 2m), tacd y' = cosx.

Bang bién thién

T 3n
0 - — 2
X > ) T
y' =cosx + 0 — 0 +

1 0
0 -1

Vay ham s6 y = sinx dong bién trén cic khoang (0 ; gj va (37“ ; Zch,

nghich bién trén khoang (g ; %j

yﬂ
o
Khang dinh ngudc lai véi dinh Ii trén c6 dung khoéng ?
No6i cach khac, néu ham s6 déng bién (nghich
bién) trén K thi dao ham clia né cé nhat thiét phai
dugng (&dm) trén do6 hay khéng ? 5 Iy

Chéng han, xét ham s6 y=x" c6 dé thij trén Hinh 5.

Hinh 5

CHUY
Ta c6 dinh 1f m6 rong sau day.
Gia sit ham s6 y = f(x) ¢6 dao ham trén K. Néu f'(x) >0
(f'(x) £0),Vx € Kva f'(x) =0 chi tai mot s6 hitu han diém
thi ham s6 dong bién (nghich bién) trén K.
Vidu 2. Tim cac khoang don diéu cua ham s6 y = 233 +6x% +6x—17.
Gidi. Ham s6 da cho xéc dinh v6i moi x € R.

Tacéy = 6x% +12x + 6 = 6(x + 1),



Dod6y =0 < x=-1vay >0véi moix=-—I.

Theo dinh 1i m& rong, ham s& da cho luon luén dong bién.

I1 - QUY TAC XET TINH PON PIEU CUA HAM SO

1.

Quy tac
1. Tim tap xac dinh.
2. Tinh dao ham f'(x). Tim céc diém x; (i=1,2,..,n) mataido
dao ham bang 0 hodc khong xéc dinh.
3. Sdp xép cdc diém x; theo thi ty ting dan va 1ap bang bién thién.
4. Néu két luan vé cdc khoang dong bién, nghich bién ctia ham s6.
Ap dung

Vi du 3. Xét su dong bién, nghich bién cua ham s6
1 1
y === —ox+2
3 2
Gidi. Ham s6 xac dinh v6i moi x € R. Ta ¢6

2 . {x=—1
YV=x"-x-2,y=0&

Bang bién thién

X |—o0 -1 2 +00
y' + 0 — 0 +
19 +00
y / 6 \ 4 /
o 3

Vay ham s6 dong bién trén cac khoang (—o ; —1) va (2 ; +), nghich bién
trén khoang (-1 ; 2).



x—1

Vidu 4. Tim cac khoang don diéu cua ham s6 y =

x+1
Gidi. Ham s0 xéc dinh véi moi x # —1. Ta ¢6
o (x+D=-(x-1) 2
Y 2 2
(x+1 (x+1

y' khong xédc dinh tai x = —1.
Bang bién thién

X | —oo -1 +00

y’ + +

y +00 1

1/ —oo/

Vay ham s6 dong bién trén cac khoang (—oo ; —1) va (=1 ; +o).

Vi du 5. Ching minh rang x > sinx trén khoang (0 ; g) bang cach xét
khoang don diéu ctia ham s6 f(x) = x — sin x.

Gidi. Xét ham s6 f(x) = x —sinx (0 <x< gj ,tacod

f'(x)=1-=cosx >0 (f'(x) = 0 chi tai x = 0) nén theo chid y trén ta c6 f(x)
dong bién trén nia khoang [O ; gj :

Do dé, v6i 0 < x < g ta c6 f(x) = x — sinx > £0) = 0

hay x > sin x trén khoang (0 ; g]

Bai tap
Xét su dong bién, nghich bién clia cdc ham s0 :
a)y=4+3x—x2; b)y=%x3+3x2—7x—2;
c)y=x4—2x2+3; d)yz—x3+x2—5.
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Tim cac khoang don diéu ctia cac ham so :

2
3x +1 X7 —=2x
a)y= ; b)y= ——;
1—x I-x
c)y:\/xz—x—ZO; d)y= 22x .
x°=9

Ching minh ring ham s6 y =

dong bién trén khoang (-1 ; 1) ;
x“+1
nghich bién trén cac khoang (—oo ; —1) va (1 ; +o0).

Chiing minh rang ham s6 y = V2x — X2 dong bién trén khoang (0 ; 1) va
nghich bién trén khoang (1 ; 2).
Chitng minh cdc bat dang thic sau :

3
a) tanx > x (O<x<§j; b)tanx>x+x? (O<x<§j.

N

BAI POC THEM

TINH CHAT DON PIEU CUA HAM SO

Diéu kién dd vé tinh chat don diéu clia ham sé dudc chiing minh dua vao dinh Ii
sau day.

DINH LI LA-GRANG

NE&u ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [a ; b] va c6 dao ham trén
khodng (a ; b) thi tén tai mét diém ¢ € (a ; b) sao cho

fb)=fla)=f(c)b-a)

_fB)-f@

h '
ay fo=£2-

YA
M|r1h hoa h|r’1h hoc : #ib)
Né&u ham s6 f(x) thod man cac gia thiét cla fie,)
dinh Ii La-grang thi trén d6 thi tén tai diém
C ma tiép tuyén tai d6 song song hoac
tring v&i day cung AB (H. 6). fta)

Hinh 6 0



HE QUA

Néu F'(x) = 0 v8i moi x thudc khodng (a ; b) thi F(x) bdng hang s6

trén khoang dé.
Chiing minh. Xét diém c6 dinh x, € (a; b).V6i méi xe(a;b) Ma x#x,, cac gia
thiét clia dinh Ii La-grang dudc thoa mén trén doan [x,; x] (hoac[x; x,]). Do d6
ton tai diém ce(xy;x) (hodcce(x;xy)) sao cho F(x)-F(x))=F'(c)(x-x,). Vi
ce(a; b) nén F'(c)=0. Vay

F(x)-F(xy) =0 hay F(x)=F(x,)=const

trén toan khoang (a ; b). |

DINH Lf
Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham trén khoang (a ; b).
a) Néu f'(x) > 0 v6i moi x € (a ; b) thi ham s6 f(x) déng bién
trén khoang do ;
b) NEu f'(x) <0 v6i moi x € (a ; b) thi ham s6 f(x) nghich bién
trén khoang dé.

Chuing minh. L&y hai diém bat ki x,, x, (x; <x,) trén khoang (a ; b). Vi fix) c6 dao
ham trén khoang (a ; b) nén f(x) lién tuc trén doan [x,; x,] va c6 dao ham trén khoang

(Xl;x2)~
Theo dinh i La-grang, tén tai moét diém ce(x;;x,)c(a;b) sao cho
f'(c’):M. Tu d6 suy ra :

—X

X —h
a) Néu f'(x) > 0 v6i moi x € (a; b) thi f'(c) > 0 nén f(xy)> f(x)). Do do, fix)
déng bién trén khoang (a ; b).
b) NEu f'(x) < 0 v6i moi x € (a ; b) thi f'(c) < 0 nén f(xy) < f(x)). Do do, flx)
nghich bién trén khodng (a ; b). |

BAN CO BIET

LA-GRANG (J.L. LAGRANGE)

La-grang la nha toan hoc Phap, xuit than trong mot gia
dinh giau c6, nhung trd nén khanh kiét khi 6ng tudng nhu
sép dudc thira k& gia s&n. Tuy nhién, vé sau 6ng xem tai J.L. Lagrange
hoa nay la mét diéu may man. (1736 — 1813)

11
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Ong néi : "Né&u dugc thira k& mot tai san thi chic la téi khéng danh ddi minh cho
toan hoc".

Ong ndi La-grang la ngudi Phap, ba ndi la ngudi Ha-li-a. Ca gia dinh éng dinh cu & Tu-rin
(th( phti clia x& Pi-6-méng (Piémont) thudc Ha-li-a).

La-grang dudc clr lam giao su toan hoc & Trudng Phao binh Hoang gia Tu-rin
nam 19 tudi. Tat c& cac hoc trd déu 16n tudi hon é6ng. Cung véi nhiing hoc trd uu
ta cha minh, La-grang da lap ra Hoi nghién c(u, tién than cta Vién Han lam khoa
hoc Tu-rin. Tap bao cao dau tién ctia Ho6i xuat hién ndm 1759 khi 6ng 23 tudi.
Phan 16n nhiing cong trinh t6t nhat cong b6 trong tap san dau nay la clia La-grang,
dudi nhiéu but danh khac nhau.

O tudi 23, La-grang dudc coi la nha toan hoc ngang hang véi nhiing nha toan hoc I6n
nhat thai bay gio la O-le (Euler) va cac nha toan hoc ho Béc-nu-li (Bernoulli).

Theo 13i gi6i thiéu ctia O-le, ngay 2-10-1760, khi méi 24 tudi, La-grang dudc bau
lam Vién si nudc ngoai cGa Vién Han |am khoa hoc Bec-lin. V& sau, O-le va
Da-lam-be (d'Alembert) con van dong vua nudc Phé mdi La-grang sang Béc-lin
lam nha toan hoc cla Triéu dinh.

Nam 1764, luc 28 tudi, La-grang dudc giai thudng 16n vé bai toan binh dong cta
Mat Trang (1& bai toan Ii gidi vi sao khi chuyén déng, M&t Trang luén luén quay
mot mat vé phia Trai Dat).

Cac nam 1766, 1772, La-grang lién ti€p nhan dugc cac giai thudng cla Vién Han
lam khoa hoc Pa-ri vé cac bai toan 6 vat thé, 3 vat thé.

Ngay 6-11-1776, La-grang dudc vua nudc Phé - "vi vua 16n nhat chau Au" - dén
ti€p ndng nhiét va dugc cr lam Giam déc Ban Toan Li clia Vién Han 1am Bec-lin.

Nam 1787, Hoang gia va Vién Han l1am Pa-ri don ti€p ndbng hau nha toan hoc 16n
La-grang trd vé va cap cho éng mét can ho day du tién nghi trong dién Lu-vro
(Louvre, nay la vién bao tang 16n & Pa-ri).

Nam 1788, & tudi 52, 6ng cong bé kiét tac clia ddi 6ng, bd "Cao hoc gidi tich", dé
tai ma 6ng &p 0 tU luc 19 tudi.

Nho su can thiép cla La-grang, ngudi ta da khong thira nhan 12 thay cho 10 dé
lam ca s6 cho mét hé.

Ong lap gia dinh hai Ian. Ba vo dau méat sém vi dau yéu. & tudi ngoai 50, La-grang
séng co6 don, sdu mudn. Nam 56 tudi, 6ng dudc moét thi€u nii, con gai ban 6ng 1a
nha thién van hoc Lé-mo-ni-&é (Lemonier), yéu va ngd I6i mudn két hon véi ong.
La-grang nhan 13i. C6 da danh ca cudc ddi tré trung, tudi dep ctia minh dé cham
séc 6ng, kéo 6ng ra khoi u sau, thic tinh noi 6ng 1d6ng ham séng. Ong yéu tha
thi€t va cam thay khé sd méi khi phai tam xa ba. Ong kh&ng dinh réng ba vo tré
diu dang, tan tuy la giai thudng quy bau nhat trong moi giai thudng clia ddi éng.

La-grang dudc toan thé nhan dan Phap ton vinh. C6 1an, Ta-lé-grang (Tallegrand), mot
vi tuGng, da ndi véi cha clia La-grang : "Con 6ng, ngudi con clia nhan dan Phap, sinh
ra & Pi-&-moéng, da 1am vinh du cho toan thé nhan loai bdi thién tai cia minh".

La-grang mat ngay 10-4-1813, tho 77 tuéi.



§ 2 CUC TRI CUA HAM SO

[ - KHAI NIEM CUC PAI, CUC TIEU

1
ﬁ Dua vao d6 thi (H.7, H.8), hay chi ra cac diém tai d6 mbi ham sé sau c6 gia tri I6n
nhat (nho nhat) :

a) y ] trong khoang (-0 ;+ ) ;

b) yz%(x—:%)z trong cac khoang [léj va [%4j

272
Y y
1
/ \ 0
-1 0 1 X 3 i E
o 1 1 3 2 3 4 x
2 2
Hinh 7 Hinh 8
Xét ddu dao ham clia cac ham s6 da cho va dién vao cac bang dudi day.
X | —oo 0 +00 X | —o 1 3 +00
i Yy
y 1 y 4 +00
—00 —o0 —0 0
DINH NGHIA

Cho ham s6 y = f(x) xdc dinh va lién tuc trén khoang (a ; b) (c6 thé
ala—oo; bla +00) va diém x, € (a ; b).
a) Néu ton tai s6 i > 0 sao cho f(x) < f(xy) v6i moi x € (xy—h ;
X + h) va x # x, thi ta n6i ham s6 f(x) dat cuc dai tai x.
b) Néu ton tai s6 & > 0 sao cho f(x) > fixy) v6i moi x € (xo— 1 ;
Xp+ h) va x # X thi ta néi ham s6 f(x) dat cuc tiéu tai x.

13
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2

CHUY

1. Néu ham s6 f(x) dat cuc dai (cuc tiéu) tai x, thi xy dugc
goi 1a diém cuc dai (diém cuc tiéu) cia ham s6 ; f(x;) dugc
goi 12 gia tri cuc dai (gia tri cuc tiéu) ctia ham s6, ki hiéu
1a fop(fer), con diém M (xg 5 f(xp)) duogc goi la diém cuc dai
(diém cuc tiéu) ctia d6 thi ham so.

2. Céc diém cuc dai va cuc tiéu duge goi chung 12 diém cuc tri.
Gi4 tri cuc dai (gi4 tri cuc tiéu) con goi 1a cuc dai (cuc tiéu) va
dugc goi chung la cuc tri cia ham s6.

3. Dé dang chitng minh duoc rang, néu ham s6 y = f(x) c6 dao
ham trén khoang (a ; b) va dat cuc dai hodc cuc ti€u tai xthi

f'(xp)=0.

Gia st f{x) dat cuc dai taix, . Hay chiing minh khang dinh 3 trong chd y trén bang

cach xét giGi han ti s6

Ax < 0.

, + Ax) -
ZAST )= /(%) khi Ax — 0 trong hai truong hop Ax > 0 va

I1 - PIEU KIEN PU PE HAM SO CO CUC TRI

g
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3

a) S dung d6 thi, hay xét xem cac ham sé sau day co cuc tri hay khéng.

e y=-"2x+1;

'yz%(x—3)2 (H.8).

b) Néu mai lién hé gilta su ton tai cuc tri va ddu ctia dao ham.

Ta thura nhan dinh 1i sau day.

f Gia stirham s6 y = f(x) lién tuc trén khoang K =(xy — 1 ; xp + h)\

kkhoéng (xXg 3 Xo + h) thi x, 12 mot di€ém cuc tiéu clia ham s6 f(x)/

DINH LI 1

va ¢6 dao ham trén K hodc trén K'\{ x,}, v6i h > 0.
a) Néu f '(x) > 0 trén khoang (x, — 4 ; xp) va f'(x) < O trén
khoang (x; ; x, + /1) thi x, 1a mot diém cuc dai chia ham s6 f(x).

b) Néu f'(x) < 0 trén khoang (x, — & ; xp) va f'(x) > 0 trén




X XO—I’l X0 )C0+I’l X Xo—l’l X0 )C0+I’l

[ + - f'(x) - +

Jx) fep fx)
///////” \\\\\\‘ \\\\\\‘\&T ///////

Vi du 1. Tim cdc diém cuc tri ctia do thi ham s6 f(x) = = + 1.
Gidi. Ham s6 x4c dinh véi moi x € R.
Tacof'(x) =-2x;f'(x)=0<=x=0.

Bang bién thién

X |- 0 +00
') + 0 -
1
) ///////'v \\\\\\\\‘_

Tu bang bién thién suy ra x = 0 12 diém cuc dai ctia ham s6 va dé thi cua
ham s6 c6 mot diém cuc dai (0 ; 1) (H.7).

Vi du 2. Tim cdc diém cyc tri cia ham s6 y = x> — x> — x + 3.
Gidi. Ham s6 xac dinh v6i moi x € R.
Tacé  y'=3x>-2x-1;
x =1
y=0< 1
X =—-—.
3
Bang bién thién
1
X |-oo —— 1 +00
3
y' + 0 — 0 +
86 o
2
y //////w 7\\\\\\‘ ////////

15



N 9 v . 1 N .« Q2 . “ .2 Q2
Tu bang bién thién suy ra x = —gla diém cuc dai, x = 1 1a diém cuc tieu
cuia ham s6 da cho.

Vi du 3. Tim cuc tri cia ham s6
3x+1

x+1°
Gidi. Ham s6 xac dinh tai moi x # —1.
Tacoy' = % >0, Vx#-1.
(x+1D
Vay ham s6 da cho khong c6 cuc tri (vi theo khing dinh 3 clia Chi ¥ trén,

néu ham so6 cd cuc tri tai x; thi tai d6 y' = 0).

4
%Chu’ng minh ham s6 y =|x| khéng cé dao ham tai x=0. Ham sé c6 dat cuc tri tai
diém d6 khong ?
III - QUY TAC TIM CUC TRI
Ap dung Pinh Ii 1, ta ¢6 quy tic tim cuc trj sau day.
QUY TACI

1. Tim tap xac dinh.

2. Tinh f'(x). Tim cé4c diém tai d6 f'(x) bang 0 hodc f'(x)
khong xdc dinh.

3. Lap bang bién thién.

4. Tir bang bién thién suy ra céc diém cuc tri.

5
ﬂﬁ\p dung quy tac |, hay tim cac diém cuc tri clia ham s6
F(x)=x(x? =3).
Ta thura nhan dinh 1i sau day.

DINH Li 2

Gia st ham s6 y = f{x) c6 dao ham cép hai trong khoang
(xg —h;xp+h),v6ih>0.Khid6:

a) Néu f'(xg) = 0, f"(xp) > O thi x, 1a diém cuc tiéu ;
b) Néu f'(xg) = 0, £"(xy) < 0 thi x; la diém cuc dai.

16



Ap dung Dinh Ii 2, ta ¢6 quy tic sau day dé tim cdc diém cuc tri cia mot ham s6.

QUY TACII

1. Tim tap xdc dinh.

2. Tinh f'(x). Giai phuong trinh f'(x) =0 va ki hiéu x; (i=1,2,...,n)
la cac nghiém cua né.

3. Tinh f"(x) va f"(x;).

4. Dya vao ddu clia f"(x;) suy ra tinh chat cyc tri clia diém x; .

Vidu 4. Tim cuc tri cia ham s6

4
F(x) = XT ~ 242 +6.

Gidi. Ham s6 xac dinh v6i moi x € R.

f'x) = X — 4y = x(x2 -4); f'(0)=0=>x=0,x,=-2,x;3=2.
£ =32~ 4.

f"(£2)=8>0 = x=-2vax=21ahai diém cuc tiéu ;

£"(0) =-4 <0 = x=01Iadiém cuc dai.

Két ludn

flx) datcuc tiutaix = -2 vax=2; for =f(£2)=2.

f(x) dat cuc dai tai x = 0 va fp = f(0) = 6.

Vidu 5. Tim céic diém cuc tri cha ham s& f(x) = sin2x.

Gidi. Ham s6 xdc dinh v6i moi x € R.

F'(x) = 2¢082x ; f'(x) = 0 &> 2x = g +inex= §+1g (leZ).

f"(x) = —4sin2x.
—4 néul =2k
f T o1 = 4sin| 2| = ne}u (keZ).
4 2 2 4 néu [l = 2k+1

17
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Két ludn
T N . 2 P N ~
xX= 2 + km (k € Z) la cac diém cuc dai cua ham so.

37[: N P . 2 o 2 2 BN ¢
X = 7 + kn (k € Z) la cac diém cuc ti€u cua ham so.

Bdi t&p
Ap dung Quy tic I, hiy tim cdc diém cuc tri clia cic ham s6 sau :

a) y =2x> +3x% —=36x—10 ; b) y=ax+2x2 -3

C)y=x4rl; d)y=x3(1—X)2;
X

e)y=\/x2—x+1.

Ap dung Quy tic II, hiy tim cdc diém cuc tri clia cac ham s6 sau :
a)y:x4—2x2+1; b) y =sin2x — x ;
C) y = sinx + cosx ; d)y=x5—x3—2x+1.
Chitng minh ring ham s6 y = \/m khong c6 dao ham tai x = 0 nhung van
dat cuc tiéu tai diém do.
Chiing minh rang v6i moi gia tri cia tham s6 m, ham s6
y:xS—mx2—2x+1
luon luon c6 mot diém cuc dai va mot diém cuc tiéu.

Tim a va b dé céc cuc tri clia ham s6

5
y = §a2x3 +2ax> —9x + b
Aev 1S < N 5.0 Lz .
déu la nhitng s6 duong va xy = 5 la diém cuc dai.
X2 mx+ 1
Xac dinh gid tri ctia tham s6 m dé ham s6 y = ——————— dat cuc dai
X+m
tai x = 2.



GIA TRI LON NHAT VA
@3 GIA TRI NHO NHAT CUA HAM SO

J

I - PINH NGHIA

Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén tap D.

a) S6 M duoc goi la gia tri 16n nhat cua ham s6 y = f(x) trén
tap D néu f(x) < M v6i moi x thudc D va ton tai xy € D sao
cho f(xp) = M.

Ki hiéu M = max f(x).
D

b) S6 m dugc goi 1a gia tri nho nhat cua ham s6 y = f(x) trén
tap D néu f(x) = m v6i moi x thudc D va ton tai xy € D sao
cho f(xp) = m.
Ki hiéu m = min f(x).
D
Vidu 1. Tim gia tri nho nhat va gia tri 16n nhét ctia ham s6

y=x-5+ 1
X
trén khoang (0 ; +00).
1 -1
Gidi. Trén khoang (0 ; +o0), tacoé y' =1 — — =
X X

y=0oxr-1=0ox=1
Bang bién thién
X 0 1 +00
v - 0 +

+00 400
-3

Tu bang bién thién ta thay trén khoang (0 ; +o0) ham s6 ¢6 gid tri cuc tiéu
duy nhat, d6 ciing la gia tri nhdé nhét cia ham so.
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Vay min f(x) = -3 (tai x = 1). Khong ton tai gid tri 16n nhat cua f(x)

,+00

trén khoang (0 ;+).

II - CACH TINH GIA TRI LON NHAT VA GIA TRI NHO NHAT
CUA HAM SO TREN MOT DOAN

1.

20

iy

1
Xét tinh déng bién, nghich bién va tinh gia tri I6n nhat, gia tri nhé nhat cla ham s6 :
a)y= % trén doan [-3; 0] ;

X

b) y= +i trén doan [3 ; 5].
Y—

Pinh li

Moi ham s6 lién tuc trén mot doan déu cé gié tri 16n nhat
va gid tri nho nhat trén doan do6.

Ta thira nhan dinh Ii nay.

Vi du 2. Tinh gid tri nhé nhat va gid tri 16n nhat ciia ham s6 y = sinx

a) Trén doan [E ; 7—“} ;
6 6

b) Trén doan {g ; 27Ij|.

Gidi

Hinh 9



Tir d6 thi cua ham s6 y = sinx (H.9), ta thay ngay :

a) Trén doan D = E; 7—n ta co
6 6

. 1
T dé maxy =1 ;miny = ——.
D D

b) Trén doan E = [g, 27:} ta co
oI 1 T 3n
— | =—, — :1’ _— :—1, 27[ :O.
y(6j > y(zj y(zj y(2m)
Vay maxy=1; miny =—1.
E E

2. Quy tac tim gia tri I6n nhat, gia tri nho nhat cia ham sé lién tuc
trén mot doan

A%
{—x2+2 néu —2<x<1

Chohamsé y= .
X néu l<x<3

¢ d6 thi nhu Hinh 10. Hay chi ra gia tri
I6n nhat va gia tri nhd nhat cda ham sé
trén doan [-2 ; 3] va néu cach tinh.

=V

Hinh 10

NHAN XET

Néu dao ham f'(x) gilt nguyén dau trén doan [a ; b] thi ham sO
dong bién hodc nghich bién trén ca doan. Do d6, f(x) dat dugc
gid tri 16n nhat va gia tri nho nhit tai cdc dau mut cua doan.
Néu chi ¢c6 mot s6 hitu han cac diém x; (x; < x;,;) ma tai d6
f'(x) bang 0 hodc khong xac dinh thi ham s6 y = f(x)don
diéu trén moi khoang (x;;x;,1). RO rang gid tri 16n nhat (gid
tri nho nhit) cua ham s6 trén doan [a ; b] 1a sO 16n nhat (sO
nho nhat) trong cdc gia tri cia ham so tai hai dau mdt a, b va
tai cdc diém x,noi trén.
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Quy tac

1. Tim cac diém X{, X9,...,X, trén khoang (a ; b), tai d6 f '(x)

béang 0 hoic f'(x) khong xac dinh.

2. Tinh fla), f(x7), f(x9),....f(x,,), f(b).

3. Tim s6 16n nhat M va s6 nho nhat m trong cac so trén. Ta ¢

M =max f(x), m = min f(x).
[a; D] [a; b]
CHUY

Ham s6 lién tuc trén mot khoang c6 thé khong c6 gid tri 16n

nhat va gia tri nhd nhat trén khodng d6. Ching han, ham s6
1 . L . ) .

f(x) =— khong co6 gia tr1 16n nhat, gid tri nho nhat trén
X

khoang (0 ; 1). Tuy nhién, ciing c6 nhitng ham s6 c6 gia tri

16n nhat hoac gia tri nhd nhat trén mot khoang nhu trong Vi du 3
dusi day.

Vi du 3. Cho mot tdm nhom hinh vuong canh a. Ngudi ta cit 6 bon géc bon
hinh vuong béng nhau, réi gap tim nhom lai nhu Hinh 11 dé dugc mot cai hop
khong nép. Tinh canh cta cdc hinh vuong bi cét sao cho thé tich ctia khoi hop
la 16n nhat.

D

N

e [

A

Hinh 11

Gidi. Goi x 1a do dai canh cua hinh vuong bi cat.
RO rang x phai thoa man diéu kién 0 < x < %.
Thé tich ctia khéi hop 1a

V(x) = x(a — 2x) (o <x< gj



Ta phai tim x; € (0; %) sao cho V(x) c6 gid tri 16n nhat.

Ta co V'(x) =(a - 2x)2 + x.2(a —2x).(-2) = (a — 2x)(a — 6X).
. a 2

Trén khoang [O ; Ej’ ta co

V'(x):0<:>x:%.

Bang bién thién
v 1o a a
6 2
V'(x) + 0 -
2a
0 0

N 9 A ~ 2 a N e 7 A R .
Tlr bang trén ta thay trong khoang (0 ; Ej ham s6 c6 mdt diém cuc tri duy

nhat 1a diém cuc dai x = % nén tai d6 V(x) c6 gid tri 16n nhat :
3
max V(x) = 24
aj 27
0: —
2

3

K

N\ Lap bang bién thién clia ham s6 f(x)=—

1+x2

Tu d6 suy ra gia tri nhd nhat cla f{(x) trén tap xac dinh.

Bai tap
1. Tinh gia tri 16n nhat, gia tri nho nhat cua ham so6 :
a)y = x> — 3x% — 9x + 35 trén cic doan [-4 ;4] va[0;35];
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b)y=x4—3x2+2tréncécdoan [0;3]va[2;5];

2—x

c)y= trén cac doan [2 ; 4] va [-3; -2];

d) y =+5—-4xtrén doan [—-1 ; 1].

Trong s6 cdc hinh chit nhat cung c6 chu vi 16 cm, hay tim hinh chit nhat c6
dién tich 16n nhat.

Trong tat ca cac hinh chit nhat cung c6 dién tich 48 m”?, hay xac dinh hinh
ch nhat c6 chu vi nho nhat.

Tinh gia tri 16n nhat ciia cdc ham s6 sau :

4
a) y = 55 b)y=4x3—3x4.
I+ x
Tinh gia tri nho nhét cua cdc ham s sau :
4
a)y=|x|; b) y=x+— (x>0).
X

N

BAI POC THEM

CUNG LOI, CUNG LOM VA DIEM UON

1. Khai niém vé cung 16i, cung 16m va diém uén
Xét d6 thi ACB clia ham s6 y = f(x) biéu dién trén Hinh 12. Gia s d6 thi c6 ti€p
tuyén tai moi diém.

yh

9

Hinh 12



Tai moi diém ciia cung AC, ti€p tuyén ludn ludn & phia trén cla AC . Ta
néi AC la mét cung 16i. Néu a 1a hoanh d6 cla diém A, ¢ la hoanh do
cltia diém C, thi khoang (a ; ¢) dudc goi la mdt khoang 18i clia db thi.
Tai moi diém cla cunga? , ti€p tuyén ludn luén & phia dudi ctaCB .
Ta néi CB la moét cung 16m. Ki hiéu b 1a hoanh d6 cla diém B thi
khoang (c ; b) dudc goi 1a mot khoang 16m cua do thi.
Diém phan cach gilta cung 16i va cung 16m dudc goi Ia diém uén cla
dé thi. Trén Hinh 12, C 1a mét diém uén.

CHUY
1. Tai diém udn, ti€p tuyén di xuyén qua dé thi (H.12).
2. Trong mét s6 gido trinh, nhat Ia gido trinh Giai tich toan hoc &

Pai hoc, ngudi ta goi AC trén Hinh 12 1a cung Idm va CB la cung I6i.
2. Dau hiéu 18i, 1dm va diém udn
Ta c6 hai dinh li sau day.

DINH LI 1

Cho hamsé y = f(x) c6 dao ham cap hai trén khoang (a ; b).

Néu f"(x)<0 v6i moi xe(a;b) thi d6 thi clla ham s 16i trén
khoang do.

Néu f"(x)>0 v8i moi xe(a;b) thi d6 thi cGa ham sé I6m trén
khoang db.

DINH LI 2

Cho ham s6 y= f(x) c6 dao ham cép hai trén khoang (a ; b)
vax,e(a;b). N6u f"(x) d6i ddu khi x di qua x, thi diém
M, (x, : f(x,)) la diém udn ciia d6 thi ham s6 da cho.

3. Ap dung

Vi du 1. Tim cac khoang 16i, Idm va diém uén clia d6 thi cac ham s6 :
a)y=x"; b) y=—sinx trén doan [0 ; 2x].

Giai

a) Tap xac dinh : R.
Tacod y'=5x*, y"=20x3.
Bang xét dau y"
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X —0o0 0 +00 y A
y" - 0 +
D6 thi clia L6i Diém uén Lom
ham s6 0(0;0) ©
Vay dé thi ham s6 16i trén khodng (- ; 0), 16m
trén khoang (0 ; +x). Diém 0(0 ; 0) 1a diém udn >
ctia dé thi ham s6 (H.13). 0 x
b) Ta co
y'=-cosx, y"=sinx.
Bang xét dau y"
X 0 T 2n
V" + 0 ~ Hinh 13
D6 thi clia Lom Diém uén s
ham s6 A(n 5 0) ©
Vay trén doan [0 ; 2r), d6 thi ham s6 16m trén A

khoang (0 ; m), 16i trén khoang (n ; 2n). Diém
A(m ; 0) 1a diém udn clia d6 thi ham s6 (H.14).

0] ! T 21%\ )?
—1+ I
Hinh 14
Vi du 2. Tim cac khoang 16i, 16m cla d6 thi ham s6
_x+l
x—1"

Giai. Tap xac dinh :R\{1} .

2 o . .
= xac dinh v8i moi x#1 ;

(-1
y'= T xac dinh v6i moix #1.
(x—=1)
Bang xét dau y"
X —o0 1 +00
yll _ || +
Do thi clla ham s6 Loi Lém

Vay d6 thi cGla ham s 16i trén khoang (— ; 1) va Idm trén khodng (1 ; +o).



(D4 thi khong c6 diém udn vi ham s6 %

khong xac dinh tai diém x = 1) (H.15). 3

_IY T x
-1
Hinh 15
&'/, PUONG TIEM CAN
J V,
I - PUONG TIEM CAN NGANG
y A
%1 )
Cho ham sé
_ M(x; y)
~22* (H16). ,
x—1 1 >
c6 dé thi (C). ol 1] 12 X
> 1
Néu nhan xét vé khoang cach tu ] y=—1
diém M(x ; y) € (C) t6i dudng thang \_2
y=—1khi |x] > +0.
x=1
Hinh 16

Vi du 1. Quan sét d6 thi (C) ciia ham s6

) =~ 42 (H17),
X
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Neéu nhan

xét vé khoang cédch tir di€ém M(x ; y) € (C) t6i dudng théng y=2

khi [x] - +0 va cdc giGi han

lim [£(x)—2], lim [f(x)-2].

X—>+0 X—>—00

Gidi. Ki hieu M, M' 1an luot 1a cic diém thuoc (C) va duong thang y = 2 c6
cling hoanh do x (H.17). Khi |x| cang 16n thi cac diém M, M' trén cic do
thi cang gan nhau.

Ta co

Tuong tu,

lim [f(x)-2]= lim Klmj—z}: lim + = 0.

X

X—>+400 X—>+00 X—>+00 X

lim [f(x)-2]=0.

X—>—00

U i gy

“y

_'1\0

Hinh 17
CHUY
Néu lim fix)= lim flix)=/taviétchungla lim f(x)=1
X—>+400 X—>—0© X—Fow
DINH NGHIA

Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén mot khoang vo han (la
khoang dang (a ;+x), (—© ; b) hodac (- ;+)). Duong
thdng y = y, la dudng tiém can ngang (hay tiém can ngang)
ctia d6 thi ham s6 y = f(x) néu it nhat mot trong cdc diéu kién
sau dugc thoa man

lim fix) =y, lim f(x) = y,.

X—> 40 X—>—00




Trong Vi du 1, dudng thang y = 2 13 tiém can ngang ctia dudng hypebol

y=l+2.
X

Vi du 2. Cho ham so
) = 4= +1

Jx

xac dinh trén khoang (0 ; +o0).

D6 thi ham s6 ¢6 tiém can ngang y = 1 vi
1
lim f(x)= lim |—=+1|=1.
x—>+oof x—>+oo(\/x )

II - PUONG TIEM CAN BUNG

2

Tinh lim (l+2j va néu nhan xét vé khoang cach MH khi x — 0 (H.17).

x—>0\ X

DINH NGHIA

Dudng théng x = x, dugc goi 1a dudng tiém can ding (hay tiém
can ding) cta do6 thi ham s6 y = f(x) néu it nhat mot trong céac
diéu kién sau duoc thoa man

lim f(x) =+, lim f(x)= -0,

x—))car X=Xy
lim f(x)=-o0, lim f(x)=+w0.
X=X X=Xy

Vi du 3. Tim céc tiém can ding va ngang cua do thi (C) cia ham s6

_x—1
Y x+2
2 ~ . - 1 . < 2
Gidi. Vi lim = = —oo (hoac lim = 400) nén duong thang
xo>2t X +2 x—>-2" X+

x = -2 la tiém can ding cta (C).
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X —

1 ,
Vi lim = 1 nén dudng thang
x>t X + 2 yA

y =1 1a tiém can ngang cta (C).

D6 thi cia ham s6 duoc cho trén

Hinh 18.
1 y=1
O >
1
-2 -5 1 X
o
|
1l
=
Hinh 18
2
Vi du 4. Tim tiém can ding clia d6 thi ham s6 y = ”2+—";L1
x —
2 2
2wy . 2 1 3 . 2 1
Giai. Vi  lim X xr +oo (hodac lim X rxrl —00) nén
(3)+ 2x -3 (3j_ 2x -3
x| = x| =
2 2

duong thang x = % la tiém céan ding cua do thi ham s6 da cho.

Badi tap
Tim céc tiém can cua do6 thi ham so :
-x+7
a = ; b = ;
)y 2—-x )y x+1
2x -5 7
c)y= ; d)y=—-1.
)y - )Y .
Tim cdc tiém can ding va ngang cta do6 thi ham so :
2
2—-Xx xX“+x+1
a)y = 5 b)y=—"—"3
9—-x 3-2x—5x
2
X7 —=3x+2 Jx +1
Oy=—"": dy=

x+1 Ji-1



KHAO SAT SU BIEN THIEN VA

{ /= VE PO THI CUA HAM SO
J

1 - SO DO KHAO SAT HAM SO
1. Tap xac dinh
Tim tap xac dinh clia ham so.
2. Su bién thién
* Xét chiéu bién thién ctia ham so :
+ Tinh dao ham y';
+ Tim cdc diém tai d6 dao ham y' biang 0 hoac khong xac dinh ;
+ Xét dau dao ham y' va suy ra chiéu bién thién ctia ham s6.
* Tim cuc tri.

* Tim cac gidi han tai vo cuc, cac gidi han vo cuc va tim tiém can (néu co).

* Lap bang bién thién. (Ghi cac két qua tim dugc vao bang bién thién).
3. Do thi

Dua vao bang bién thién va cdc yé€u t6 xéac dinh & trén dé vé do thi.
CHUY
1. Néu ham s6 tuan hoan vé6i chu ki T thi chi can khao sét su
bién thién va vé do6 thi trén mot chu ki, sau d6 tinh ti€n do thi
song song v&i truc Ox.

2. Nén tinh thém toa do mot s6 diém, dic biét 1a toa do cédc
giao diém cuia d6 thi véi céc truc toa do.

3. Nén luu y dén tinh chan, 1€ cia ham s6 va tinh d6i xing clia
dé thi dé vé cho chinh x4c.
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II - KHAO SAT MOT SO HAM DA THUC VA HAM PHAN THUC

% 1
Khéo sat su bién thién va vé do thi clia cac ham sé da hoc
y=ax+b, y=ax2+bx+c
theo sa do trén.

1. Héms6y=ax3+bx2+cx+d(a¢0)

Vi du 1. Khao sat su bién thién va v& dé thi clia ham s6 y = x> + 3x% — 4.
Gidi

1) Tap xé4c dinh : R.

2) Su bién thién

e Chiéu bién thién

y’=3x2+6x=3x(x+2);

20 x=-2
=0
Y x =0.

Trén céc khoang (—oo ; =2) va (0 ; +0), y' duong nén ham s6 dong bién.
Trén khoang (-2 ; 0), y' am nén ham s6 nghich bién.

* Cuc tri

Ham s6 dat cuc dai tai x = -2 ; yop = y(-2) = 0.

Ham s6 dat cuc tiéu tai x = 0 ; yor = y(0) = —4.

* Cac gidi han tai vo cuc

lim y= lim x3(1+§—ij=—oo,

X—>—00 X—>—00 X x3

lim y= lim x3(1+3—1j=+oo.

X—>+00 X—>+00 x93
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* Bang bién thién

X —00 -2 0 +00
y' + 0 - 0 +
0 +00
y / \ /
—0 -4
3) bo thi
Taco X +3x2 —4=(x— D(x+2)>*=0
x=-2
=
x=1.

Vay (=2 ; 0) va (1 ; 0) 1a c4c giao diém cta dé thi véi truc Ox.

Vi y(0) = —4 nén (0 ; —4) 1a giao diém cha do thi véi truc Oy. Piém d6
ciing 12 diém cuc tiéu clia do thi.

Do thi cia ham s6 duge cho trén Hinh 19. 1
Luu y. D6 thi cua ham s6 bac ba da cho co
tam doi xdng 1a diém I (-1 ; -2) (H.19).
Hoanh do cua diém I 1a nghiém cla

\ /

phuong trinh y” = 0.

-4

Hinh 19
2}
Khao sat su bién thién va vé dé thj clia ham s6 y = —x” + 31> — 4. Néu nhan xét vé
d6 thi cGla ham s6 nay véi dé thi clia ham s6 khao sat trong Vidu 1.
Vi du 2. Khao sit su bién thién va vé do6 thi ctia ham so

y:—x3+3x2 —4x + 2.
Gidi
1) Tap xéc dinh : R.
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2) Su bién thién

e Chiéu bién thién

Viy=-3+6x-4=-3x-1)>-1<0véimoixeR,

nén ham s6 nghich bién trén khoang (—o ; +c0). Ham s6 khong c6 cuc tri.

* Gi6i han tai vo cuc

lim y= Ilim
X—>+00 X—>400
lim y= Ilim
X—>—00 X—>—00
* Bang bién thién
X | —oo

X x
_xs(l__+i_
X ox

= +00.

+00

y

3) D6 thi

D6 thi clia ham s6 cit truc Ox tai diém (1 ; 0),

cit truc Oy tai diém (0

3 2).

Do thi cia ham s6 duoc cho trén Hinh 20.

\ Y

Hinh 20

=Yy



Dang cua do thi ham s6 bacbay =ax® + bx* + cx + d (a # 0)

a>0 a<0

Phuong trinh Y Y

y'=0 \
c6 hai nghiém

/ 0] \v
N ’
phan biét / 0‘ ! \"/

yA y
Phuong trinh }
y' = 0 ;—i
0]

c6 nghiém kép [ X 0 \ p
Y y
Phuong trinh
y=0
vo nghiém 0 > o1 >
3

3
Khéo sat su bién thién va vé do thi cia ham sé y =%—x2 +x+1.

2. Hémsé'yzax4+bx2+c(a¢0)

Vi du 3. Khao sdt su bién thién va v& dé thi ctia ham s6 y = x* — 247 — 3.

Gidi
1. Tap x4c dinh : R.
2. Su bién thién

¢ Chiéu bién thién

x =1
y'=4x3—4x=4x(x2—1);y':0<:> x=-1
x=0.
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Trén cac khoang (-1 ; 0) va (1 ; +), y' > 0 nén ham s6 dong bién.
Trén cac khoang (—o ; —1) va (0 ; 1), y' < 0 nén ham s6 nghich bién.
* Cuyc tri

Ham s6 dat cuc tiéu tai hai di€fm x=—1vax=1; yor = y(x1) = —4.
Ham s6 dat cuc dai tai di€m x =0 ; yop = y(0) = -3.

* Gidi han tai vo cuc

lim y= lim x4[ —i—ijzwo,

X—>—00 X—>—00 xz x4
lim y= lim x“(l—%—%j = 400,
X—>—+00 X—>+00 X X
* Bang bién thién
X —o0 -1 0 1 +00
y' - 0 + 0 - 0 +
+00 -3 +00
y \ . / \ . /
3. Do thi VA

Ham so da cho 1a ham s6 chan, vi

y(=x) = (=) = 2(=0)* - 3
=x*-2-3= y(x).

Do d6, d6 thi nhan truc Oy lam truc d6i xing.

U RV

D6 thi cit truc hoanh tai cdc diém (v/3;0) va
(—\/5 ; 0), cét truc tung tai diém (0 ; —3) (H. 21).

ﬂ Hinh 21
4

Kh&o sat su bién thién va vé db thj ctia ham s6 y = —x* +2x% +3.

B&ng db thi, bién luan theo m s6 nghiém cla phuong trinh —x* +2x% +3=m.

Vi du 4. Khao sit su bién thién va vé do6 thi cia ham so

4
X 2
= — X 4+ —-
Y T 2
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Gidi
1. Tap x4c dinh : R.
2. Su bién thién
* Chiéu bién thién
y=-28 - 2x=-2x(x**+ 1);y' =0 < x = 0.
Trén khoang (- ; 0), y' > 0 nén ham s6 dong bién.
Trén khoang (0 ; +o), y' < 0 nén ham s6 nghich bién.
* Cuyc tri

Ham so6 dat cuc dai tai x =0, ycp = y(0) :%.

Ham s6 khong c6 diém cuc ti€u.
* Gidi han tai vo cuc

. . 4(1 1 3
lm y= lm |—x"|—-4+——-———+||=—0.
x—oF0  x—oFw 2 2oyt

* Bang bién thién

X oo 0 +00
y' + 0 -
3
3. D6 thi
Ham s6 da cho 1a ham s6 chan vi vA
4 4
(=x) 2,3 x 2,3
X)) = (X)) === — X7+ = = y(x). 3
y(=x) (=x) > 2 > y(x) :
Do d6, d6 thi nhan truc Oy l1am truc ddi xtng. / \
Mat khdc, y=0 < —x* = 2x* +3=0 >
-1/ O 1 x
- -1 +3) =0 x==l.
D6 thi cét truc hoanh tai cdc diém (~1 ; 0) va (1 ; 0),
cit truc tung tai diém (O ,gj (H. 22).
2 Hinh 22

37



Dang ciia dé thi ham s6 y = ax* + bx> + ¢ (a # 0)
a>0 a<0

Phuong trinh

y'=0
c6 ba nghiém /\
phan biét \Jo| U = | o | -

Phuong trinh
y'=0 \ / / \
c6 mot 0 X 0 X
nghiém / \

5
N L&y mét vi du vé ham s6 dang y = ax* +bx? +¢ sao cho phuong trinh y' = 0 chi ¢6

mét nghiém.

. o~ ax +b

3. Ham so y = (c#0,ad—bc#0)
cx +

, y e e . —x+2

Vi du 5. Khao sit su bién thién va v€ do thi cuia ham s6 y = T
X +

Gidi

1. Tap xac dinh : R \ {—1}.

2. Su bién thién

—(x+D—-(—x+2) -3
G+D2

* Chiéu bién thién y' =

y' khong xédc dinh khi x = -1 ; y' luon luén &m véi moi x # —1.
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Vay ham s6 nghich bién trén cac khoang (- ; —1) va (=1 ; +o0).
* Cuyc tri

Ham s6 da cho khong ¢ cuc tri.

. . . —x+2
eTiégmcan lim y= Ilim = —00 ;
x—>-1" xo>-1m X +1
. . —x+2
lim y= Ilim =+,
x—>-1" xo-1t x+1

Do dé, duong thang x = —1 12 tiém can ding.

lim y= lim =21,
X—>F00 x>t X +1
Vay dudng thang y = —1 1a tiém can ngang.
* Bang bién thién
X | -0 -1 +00
y' — —
y |-1 +00
\_OO \_1
3. D6 thi N

D6 thi cat truc tung tai diém (0 ; 2) va
cét truc hoanh tai diém (2 ; 0) (H. 23).

Luu y. Giao diém cia hai tiém can 12 27
tam do6i xung cua do thi. 11

Hinh 23
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Vi du 6. Khao sét su bién thién va vé& do thi ciia ham s6

x—2
T

Gidi
1. Tap x4c dinh : R \ {—%}
2. Su bién thién
* Chiéu bién thién

, o 2x+1-2(x-2) 5 .

@ )? e+

y' khong xéc dinh khi x = _% :

V1o . . 1
y' luén luén duong véi moi x # 5

S - . 1) . 1
Vay ham s6 dong bién trén cac khoang (—oo; — Ej va (—5 ; +00j.
* Cuc tri
Ham s6 da cho khong c¢6 cuc tri.

* Tiém can

. x—2
lim y= lim = +00 ;
( j_ ( lj_ 2x +1
x| — x| ——
2
Iim y= Ilim X -2 = —o0,

Do d6, duong thing x = —% 1a tiém can ding.

. . x=2 1
lim y= Ilim =—-
X—>+00 x>t 2x +1 2

2 1 .
Vay duong thang y = > l1a tiém can ngang.



* Bang bién thién

! +
X —0 - Q0
2
y’ + +
+00 1
2 —00
3. D6 thi Ay
D6 thi cit truc tung tai di€ém (0 ; —2) va
cét truc hoanh tai diém (2 ; 0) (H. 24).
1 y=1
e
_1jo 2 X
2
—1!(\! __2
ﬂ /
Hinh 24
P aaier s ax +b
Dang cua do thi ham so y = (c#20,ad — bc#0)
cx+d
D=ad —bc>0 D=ad -bc<0
AY AY
N 3
> o ~
oV % j
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[I1 - SUTUONG GIAO CUA CAC PO THI

&) 6
Tim toa d6 giao diém cla dé thi hai ham s6

42

y=x"+2x-3,

y= P x 42,
Gia sir ham s6 y = f(x) c6 d0 thi la (C) va ham s6 y = g(x) c6 do thi 1a (C,).
D€ tim hoanh do giao diém cta (C,) va (C,), ta phai gidi phuong trinh f{x) = g(x).
Gid st phuong trinh trén ¢ cdc nghiém 12 xy, x;, ... Khi d6, cdc giao diém
cia (Cy) va (Cy) 1a Mo(xg 5 fixg)), My (x5 flxy), ... .

Vi du 7. Ching minh rang d6 thi (C) cia ham s6

x -1

x+1
luon luon cat dudng thiang (d) : y = m — x v6i moi gid tri ctia m.

Gidi. (C) luon cat (d) néu phuong trinh

=m-x (1)

c6 nghiém v6i moi m.
Ta co

x—1 {x—1=(x+1)(m—x)
=m-x <

x+1 x = —1
- A Q-mx-m—-1=0 )
x = —1.

Xét phuong trinh (2), ta c6 A =m® +8 >0 véi moi gia tri cia m va x = —1
khong thoa n}ﬁn (2) nén phu0r71g trinh ludn ¢6 hai nghiém khac —1. Vay (C)
va (d) ludn cat nhau tai hai diém.
Vidu8
a) V& d6 thi cia ham s&

y = 430 -2,
b) St dung do thi, bién luan theo tham s6 m s6 nghiém ctia phuong trinh

CH3-2=m. 3)



Gidi

y A

a)y =3 +6x; 5

yV=0cx=0,x=-2. /E\ m /y=m
Do thi ¢6 diém cuc dai 1a (-2 ; 2) va diém / . \ / .
cuc tiéu 1a (0 ; -2). 2 -1\ O X
D6 thi cia ham s6 y = ¥+ 3% - 2 duge
biéu dién trén Hinh 25. D)
b) S6 nghiém cta phuong trinh (3) bing s6
giao diém clia d6 thi ham s6 y = x° + 3x* — 2 Hinh 25

va dudng thang y = m.

Dua vao do thi, ta suy ra két qua bién luan vé s6 nghiém ctia phuong trinh (3).
m > 2 : Phuong trinh (3) c6 mot nghiém.

m = 2 : Phuong trinh (3) c6 hai nghiém.

—2 < m < 2 : Phuong trinh (3) c6 ba nghiém.

m = —2 : Phuong trinh (3) c6 hai nghiém.

m < —2 : Phuong trinh (3) ¢6 mot nghiém.

Bai tap
Khéo sét su bién thién va vé do thi cia cdc ham sd bac ba sau :
a)y:2+3x—x3; b)y:x3+4x2+4x;

c)y=x3+x2+9x; d)y=—2x3+5.

Khdo sét su bién thién va vé do thi cia cdc ham s bac bon sau :

a)y:—x4+8x2—1; b)y:x4—2x2+2;
1

c))’=—x4+x2—§; d)y:—2x2—x4+3.
2 2

Khao sat su bién thién va vé do thi ctia cdc ham s6 phan thic :
x+3 1-2x —x+2

a = ; b = ; C = .

)y x—1 )y 2x —4 )y 2x +1

43



44

Bing cach khdo sat ham s6, hdy tim s6 nghiém cua cdc phuong trinh sau :
a) > =3x2+5=0; b) 22 +3x2-2=0; ¢ 2x%—x*=-1.
a) Khao sat su bién thién va vé do thi (C) ciia ham s6

y= X +3x + 1.

b) Dua vao d6 thi (C), bién luan vé s6 nghiém clia phuong trinh sau theo
tham so m
X —3x+m=0.

mx —1

Cho ham s6 y =
2x +m

a) Chiing minh rang v6i moi gid tri cua tham s6 m, ham s6 luon dong bién
trén moi khoang xac dinh cua nd.

b) Xdc dinh m dé tiém can ding cta do thi di qua A(-1; \/5).
¢) Khao sat su bién thién va vé do6 thi cia ham s6 khi m = 2.

’ 1 1
Cho ham s6 y = Zx4 +Ex2 + m.

a) V6i gia tri ndo cta tham s6 m, do thi ciia ham s6 di qua diém (=1 ;1) ?

b) Khdo sat su bién thién va vé do thi (C) ctia ham s6 khi m = 1.
c) Viét phuong trinh tiép tuyén cta (C) tai diém c6 tung do bing %

Cho ham so6
y=xX 4+ (m+3)x"+1—m (mlatham s6)

c6 d6 thi la (C,,).
a) Xac dinh m dé ham s6 c6 diém cuc dai la x = —1.
b) Xéc dinh m dé dé thi (C,,) cét truc hoanh tai x = -2.
Cho ham so6

_(m+Dx—-2m+1

- x—1

(m la tham so0)

c6 dé thi 1a (G).
a) Xdc dinh m dé do thi (G) di qua diém (0 ; —1).
b) Khao sat su bién thién va vé do6 thi ciia ham s6 vé6i m tim duoc.

c¢) Viét phuong trinh ti€p tuyén clia do thi trén tai giao diém cta né véi
truc tung.



On tép chuong |

1. Phat biéu céc diéu kién dé ham so6 dong bién, nghich bién. Tim cdc khoang
don diéu cua cac ham s6

y=—x3+2x2—x—7,
_x=5
’ I—x

2. Neéu céch tim cuc dai, cuc tiéu ctia ham s6 nho dao ham. Tim cédc cuc tri
cua ham sO

y = o2 42
3. Neéu cdch tim tiém can ngang va tiém can ding cta d6 thi ham s6. Ap dung
dé tim céc tiém can ctia d6 thi ham s6
_2x+3
2-x

4. Nhic lai so d6 khao sat sy bién thién va vé& d6 thi ciia ham s6.

5. Cho ham s6 y = 2x* + 2mx + m — 1 ¢6 d6 thi 14 (C,,), m 1a tham s6.
a) Khao sat su bién thién va vé do thi clia ham s6 khi m = 1.
b) Xac dinh m dé ham s6 :
i) Dong bién trén khoang (-1 ; +0) ;
ii) C6 cuc tri trén khoang (-1 ; +o0).

¢) Chiing minh rang (C,,) luon cat truc hoanh tai hai diém phan biét véi
moi m.

6. a) Khao sit su bién thién va vé do thi (C) cua ham s6
fx) = 3+ ox+ 2.
b) Giai bat phuong trinh f'(x — 1) > 0.
¢) Viét phuong trinh ti€p tuyén cta do6 thi (C) tai diém c6 hoanh do x,, biét
rang f"(xy) = —6.
7. a) Khdo sit su bién thién va vé do6 thi (C) cia ham s6
y = O3+ 1.
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10.

11.
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b) Dua vao do6 thi (C), bién luan s6 nghiém ctia phuong trinh sau theo m

m
S r1=2

¢) Viét phuong trinh dudng thiang di qua diém cuc dai va diém cuc tiéu clia
d6 thi (C).
Cho ham so6
fx)=x> = 3mx* +3@2m— Dx+ 1 (m 1 tham s0).
a) Xac dinh m dé ham s6 dong bién trén tap xac dinh.
b) Vi gid tri ndo cha tham s6 m, hAm s6 c6 mot cuc dai va mot cuc tiéu ?

¢) Xdc dinh m d@é f"(x) > 6x.

a) Khao sat su bién thién va vé do thi (C) ctia ham so
1 4 5 3
X)=—x —3x" +—
f(x) 5 5

b) Viét phuong trinh ti€p tuyén ctia dé thi (C) tai diém c6 hoanh do la
nghiém ctia phuong trinh f"(x) = 0.
¢) Bién luan theo tham s& m s6 nghiém ctia phuong trinh o6t +3=m
Cho ham s6
y = At rom?—om+ 1 (m 1a tham s0)
c6 do thi la (C,).
a) Bién luan theo m s6 cuc tri cia ham so.
b) Véi gid tri nao cua m thi (C,,) cat truc hoanh ?
¢) Xéc dinh m dé (C,,) c6 cuc dai, cuc tiéu.
a) Khao sat su bién thién va vé do6 thi (C) cia ham s6

x+3
x+1

b) Chiing minh ring v6i moi gi4 tri clia m, dudng thing y = 2x + m luon
cét (C) tai hai diém phan biét M va N.

¢) Xac dinh m sao cho do dai M N 1a nho nhat.

d) Tiép tuyén tai mot diém S bat ki cta (C) cat hai tiém can cta (C) tai P
va Q. Ching minh rang S 1a trung diém cta PQ.



IL(XOMmséfU)zif—%wz—Mﬁﬁ.
a) Giai phuong trinh f'(sinx) = 0.
b) Giai phuong trinh f"(cosx) = 0.

¢) Viét phuong trinh ti€p tuyén ctia do thi ham s6 da cho tai diém c6 hoanh
do 1a nghiém cua phuong trinh f"(x) = 0.

Bdi tép trdc nghiém
Chon khdng dinh diing trong cdc bai sau day.

3 _x+71a:

1. So diém cuc tri chia ham s6 y = —%x
(A)1; B)0; ©)3; (D) 2.

2. S6 diém cuc dai cha ham s6 y = 4100 1a:

(A)O; B)1; ©2; (D) 3.

3.Sé@ﬁgﬁ@w&w%d&ﬁh%wéy:i_xm:
+ x
(A) 1 (B)2; ©3; (D) 0.
< N 2x - N [N A
4. Hamso y = dong bién trén :
x+3
(A) R ; (B) (=3 3); (O (=3 ; +0); (D) R\ {-3}.

5. Tiép tuyén tai diém cuc tiéu cha d6 thi ham s6
y =%x3 —2x2 +3x-5
(A) Song song vé6i duong thang x = 1 ;
(B) Song song véi truc hoanh ;
(C) C6 hé s6 géc duong ;
(D) C6 hé s6 goc bang —1.
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HAM SO LUY THUA, HAM SO MU VA
HAM SO LOGARIT

Luy thira

Ham so luy thua

Logarit

Ham s6 mi, ham so logarit
Phuong trinh mi va légarit

Bat phuong trinh mi va logarit



§f 7 LUY THUA

[ - KHAI NIEM LUY THUA

1.

Luy thira véi sé mii nguyén
1

2 3
Tinh (1,5)* ;(—gj L (3).

Cho n 1a mot s6 nguyén duong.

Véi a la s6 thuc tuy y, luy thira bac n cua a 1a tich ctia n thira s6 a

a" =a.a....da

—_—
n thira s6

Véia=0

Trong biéu thitc @™ , ta goi a 12 ¢o 6, s6 nguyén m 12 s6 mil.
CHU Y.

0%va 07" khong c6 nghia.

Luy thira v6i s6 mii nguyén c6 cac tinh chat tuong tu cta luy

thlra v6i s6 mii nguyén duong.

Vidu 1. Tinh gia tri ctia biéu thiic

1 -10 1 -9
A= (5) 2773 40,2252 + 128_1.(5j

Gigi. A=3°0 + , t 1  1
273 0,2% 25% 128
Vi du 2. Rit gon biéu thic

B:{ a2 _2\/§:|. a3

27 =341+4=38.

(a#0,a=+=*l1).

A+a>™' al|1-a2
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Gidi. Véia #0,a# 1, tacéd

B = [a\/i(l + a2) - 2\/§a] _

a3(1 —a?
= (a\/z + a3\/§ - 2a\/§)- I

@ —a
= a\/i(a2 — 1)-; =2.

a(at2 -1
2. Phuong trinh x" = b

]%2

Dua vao db thi clia cac ham s6 y=x> va y=x*(H.26, H.27), hay bién luan theo b

s6 nghiém clia cac phuong trinh x> =b vax* =b. y A
VA / y =3 y=x4
y=b
1t
I X
1-1
0 X

Hinh 26 Hinh 27

2k+1 06 dang tuong tu d6 thi ham s6 y = x> va dé thi

Do thi cia ham s6 y = x
ham s6 y = K e dang tuong tu d6 thi ham s6 y = x*. Tir d6 ta c6 ket
qua bién luan s6 nghiém cta phuong trinh x” = b nhu sau :

a) Truong hop n 1€ :

V6i moi s6 thuc b, phuong trinh c6 nghiém duy nhat.

b) Truong hop n chan :

Véi b < 0, phuong trinh vo6 nghiém ;

Vé6i b = 0, phuong trinh ¢6 mot nghiém x =0 ;

Véi b > 0, phuong trinh c6 hai nghiém doi nhau.
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3. Canbéacn
Cho s0 nguyén duong n, phuong trinh
a=b

dua dén hai bai todn ngugc nhau :
* Biét a, tinh b.
* Biét b, tinh a.
Bai toan thd nhat la tinh luy thira cia mot s6. Bai todn thi hai dan dén
khai niém 1ay can cua mot so.
a) Khai niém

H Cho s0 thuc b va s6 nguyén duong n (n > 2). S6 a dugc goi la

can bac n ctia s6 b néu a”" = b.

Chéng han, 2 va —2 12 c4c can bac 4 ctia 16 ; —élé can bac 5 cta —ﬁ-

Tur dinh nghia va két qua bién luan vé s6 nghiém cta phuong trinh x* = b,
taco:
Véinlévab € R : C6 duy nhat mot can bac n ctia b, ki hiéu la Yp.
b <0 : Khong ton tai can bac ncta b ;
Véi n chan va b=0:ComoétcanbacncuablasoO;
b > 0 : C6 hai can trai dau, ki hiéu gia tri duong la Y ,
con gié tri am 1a b .
b) Tinh chat cua can bac n

Tur dinh nghia ta c6 cac tinh chat sau :
Ya . 4b =Yab ;

= nNj— -

AR
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lal, khi n chin ;

(1/671 _ {a, khi n 1é
a =a.

e
Chiing minh tinh chat Ya &b = Yab.
Vi du 3. Riit gon céc biéu thic :

a) V4.9-8; b)4/343 .

Gidi
a) V4.8 =J=32 =J(-2)° = 2.
033 = V(B) =45,

4. Luy thira véi sé mii hiru ti
Cho s6 thuc a duong va s6 hitu ti r = ﬂ, trong d6 m € Z,

n

neN, n>2.Lu§ thita clia a v6i s6 mil 7 1a s6 @’ xéc dinh béi

m
d =ar =\a" .
1l 1 1 2 1 1
Vi du 4. (-T: S 42 =43 =
8 8 2 [;3 8

an =4 (a>0.n>2).

Vi du 5. Riit gon biéu thiic
3 3
_xty +ayd

D (x,y >0).
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5.

Gidi. V6i x va y 1a nhitng s6 duong, theo dinh nghia, ta c6

1

b 1

1

_ xy(xZ +yZ) B
e

x4 +y4

Luy thira véi sd mii vo ti

O 16p dusi, ta da biet s6 v2 12 mot s6 vo ti dugc biéu dién dusi dang

sO thap phan vo han khong tuan hoan :

J2 = 1,414 213 562...

Goi 1, 1a s6 hitu ti thanh 1ap ti # chit s6 dau tién dung dé viét V2 @ dang
thap phan, n =1, 2, ..., 10.

St dung mdy tinh, ta tinh dugc 3™ twong ting. Ta c6 bang ghi céc diy s6

(r,) va 3) véin=1,2, ..., 10 nhu sau :

S

Tn

3'n

—_—
=]

O 0 3O Lt B W =

1

1,4

1,41

1,414

1,4142

1,414 21
1,414 213
1,414 2135
1,414 213 56
1,414 213 562

3

4,655 536 722
4,706 965 002
4,727 695 035
4,728 733 93
4,728 785 881
4,728 801 466
4,728 804 064
4,728 804 376
4,728 804 386

Ngudi ta chitng minh dugc rang khi n — +oo thi ddy s6 (3") dian dén mot

gi6i han ma ta goi la 3\/5.

St dung may tinh bo tdi (c6 mudi chit s6 thap phan), ta ¢

3\/5 ~ 4,728 804 388.
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Cho a 1a mot s6 duong, «1a mot s6 vo ti. Ta thira nhan rang luon ¢6 mot
ddy s6 hitu ti (r;,) c6 gi6i han 12 « va ddy s6 tuong tng (a'") c6 gi6i han
khong phu thudc vao viéc chon day so6 (1) .
Ta goi gidi han clia diy s6 (a™) 12 luy thira clia @ v6i s6 mil «,
ki hieu 1a a®.
a® =lim a" v6i @ =limr,.

n—»+oo n—>+00

Chu y. Tir dinh nghia, ta c6 1 =1 (a € R).

II — TINH CHAT CUA LUY THUA V61 SO MU THUC

g

54

4

Hay nhac lai cac tinh chat cla luy thira v6i s6 mii nguyén duong.

Luy thira v6i s6 mil thuc c6 cac tinh chat tuong tu luy thira véi s6 mil
nguyén duong.

Cho a, b 1a nhiing s6 thuc duong ; &, £1a nhiing so thuc tuy y. Khi do, ta c6 :

a®. af =a**P

b

a® _ ap
o

@ =a?
(ab)® = a*b*;

(4] - <
b) pa’

Néu a > 1 thi a® > P khi va chi khi a> 3 .
Néu a < 1 thi a® > a” khi va chi khi a< 3.
Vi du 6. Riit gon biéu thic

a\ﬁﬂ. az_\/7

_ (a>0).
(01\/5_2)\/5+2

E =



Gidi. V6ia >0, tacod
a\ﬁ+1+2—\/7 3
= = =a.
J2-2G2+2) 472

N
V5-3 45

a .a

Rut gon biéu thiic (a>0).

Vi du 7. Khong st dung mdy tinh, hdy so sanh cic s6 52\/3 va 53\/5.
Gidi. Ta c6 243 =12, 342 = /18.

Do 12 < 18 nén 243 < 34/2.

Vi co's6 5 16n hon 1 nén 52¥3 < 53V2.

]%e

1.

3 V8 33
So sanh cac s6 (—j va (—) )
4 4

Bai tap
Tinh :
2 2 3 3
a) 95.273; b) 1444 :94;
| )05 S 2
c) (Ej +0,25 2; d) (0,04)_1’5 —(0,125) 3.

Cho a, b 12 nhitng s6 thuc duong. Viét cac bi€u thic sau dudi dang luy thira
v6i s6 mil hitu ti :

1 11
a)a3.\/;; b)bz.b3.%;
4 1

¢) a3 :a; d) b : 6.

55



Viét cac s0 sau theo thit tu tang dan :

3 3! 1
a) 172, 271, (—j . b) 980;[—j - 325,
2 7

Cho a, b 12 nhitng s6 thuc duong. Rit gon céc biéu thic sau :

4 1 2 1
ag(a_§+a§) b) bg(é/bj—é/bj)

a) ; ;

l( 3 _l) 2
a*\a* +a 4 b3(%—3\/b_2)

r.r i1 1 1

o a3b 3 —a 3b3 d)a3\/3+b3x/g
3’02 _ 3 b2 % + %

Chiing minh rang :

245 32
a) Gj < Gj ; b)70¥3 > 736,

92 HAM sO LUY THUA

I - KHAI NIEM

56

1
Ta da biét cic ham s6 y = x” (neN*), y=l=x_1,y=\/;=x2 (x>0).
X

Bay giv, ta xét ham s6 y = x% véi a 1a s6 thuc cho truée.

| Ham 56 y = x%, v6i @ € R, dugc goi 12 ham s lug thira.

1
2 . 1 —
Chang han, cac ham s y = x, y=x2, Y= = x3, yzx\/i, y=x"
X
l1a nhitng ham so6 lu¥ thira.



% . ! .
/ N\ Vé trén cing mot hé truc toa dé do thi clia cac ham s sau va néu nhan xét vé tap
1
xac dinh clia ching : y=x2, y=x2, y=x".
CHUY
Tap xé4c dinh ctia ham s6 lu§ thita y = x* tuy thuoc vao gia tri
cta a. Cu thé,
Véi a nguyén duong, tap xdc dinh [aR ;
Vé6i a nguyén am hoac bang 0, tap xdc dinh 1aR \ {0} ;
V61 a khong nguyén, tap x4c dinh la (0 ; +o0).

II - PAO HAM CUA HAM SO LUY THUA

O 16p 11, ta da biét dao ham cha cdc ham s6 y=x" (neN,n>1) va

y = Jx I
("' = nxn_1 (x e R);

1 1
~x)' —W hay( ) =%x2 1(x>0).

Mot cich tdng quit, nguoi ta ching minh dugc ham s6 luy thira y = x“
(o € R) c6 dao ham véi moi x > 0 va

a-1

(%) = ax

Vidul

3Y 1 \
a) (xzj :%x 4 —F(x>0) b) (x\g> = \/gx\g_l(x>0).

2
ﬂﬂnh dao ham cla cac ham so :
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CHU Y

Cong thic tinh dao ham cua ham hop d6i véi ham s6 luy thura
c6 dang

w®)' = au® u

Vidu 2
2 1
((sz +x— 1)5J _ %(2)(2 +x-1) 322 +x-1)
e
X2 4 x -1
3

=

Tinh dao ham ciia ham sé y =(3x% —1)

1T - KHAO SAT HAM SO LUY THUA y = x%

Tap xdc dinh clia ham s6 1u§ thira y = x* luon chia khoang (0 ; +00) véi

moi a € R. Trong trudng hop téng quat, ta khao sit ham s6 y = x% trén
khoang nay (goi 1a tap khao sat).

y=x% a>0 y=x%, a<0
1. Tap khao st : (0 ; +0). 1. Tapkhao sat: (0 ; +o0).
2. Su bién thién 2. Su bién thién
y'=axa_1>0, Vx> 0. y’=axa_1<0, Vx> 0.
Gi6i han dac biét : Gi6i han dac biét :
lim x% =0, lim x% = +oo. lim x% = +o0, lim x% =0.
x—=0" X—>+00 x—0" X—>+0
Tiém can : Khong co. Tiém can :
Truc Ox 1a tiém can ngang,
Truc Oy la tiém can ding cua do thi.
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3. Bang bién thién

0 +00

+

+00

4. D6 thi (H. 28 véi a > 0).

YA
a>1

X

3. Bang bién thién

0 +00

y

+w\
0

4. D6 thi (H. 28 v6i o < 0).

O<ax<l1

a=0

a<(

Hinh 28

=y

D6 thi clia ham s6 luy thira y = x% luon di qua diém (1 ; 1).

Trén Hinh 28 1a d6 thi cia ham s6 luy thira trén khoang (0 ; +o) Gng véi
cac gia tri khac nhau cua a.

CHU Y

Khi khao sit ham s6 lu§ thira v6i s6 mii cu thé, ta phai xét
ham s6 d6 trén toan bo tap xac dinh cla no.

Duéi day 1a dang do thi ctia ba ham s6 :y = x> (H. 29a), y = x 2 (H. 29b),
y = x" (H. 29¢).

y A

A

=Y

y A

\ 4

0

Hinh 29

b) c)
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3
Vi du 3. Khao sit su bién thién va vé d6 thi cia ham s6 y = x 4.

1. Tap xéc dinh : D = (0 ; +).
2. Su bién thién
7
3.3

Chiéu bién thién : =X 4,

Ta c6 y' < 0 trén khoang (0 ; +o0) nén ham s6 da cho nghich bién.

Tiém can : lim y=+c, lim y=0.

x—=0" X—>+00 Y1

Do thi ¢6 tiém can ngang 1a truc hoanh va
¢ tiém can ding 1a truc tung.

Bang bién thién

X 0 +00 1
y' —
+00 0
y T
3. D6 thi (H.30). Hinh 30

Bang tém tit cac tinh chat cia ham s6 lu§ thira y = x% trén khoang (0 ; +o0)

a>0 a<0
Pao ham y'= ax® 1, y' = ax® 1.
Chiéu bién thién Ham s6 luon dong bién. Ham s6 luon nghich bién.
Tiém can Khong cé. Tl‘e:m ce_}n n%ang }a tryc Ox,
tiém can ding 1a truc Oy.
D6 thi D6 thi luon di qua diém (1 ; 1).
Bai tap
1. Tim tip xdc dinh cta cac ham s0 :
1 3
a)y=01-x 3; b) y =2 -x%)5;
0 y=(2 12 Oy =7 -x-2%2,
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2. Tinh dao ham ctia cac ham s0 :
1

2) y = (2% —x+1)3: b) y=(4—x—x2)4;
T

¢)y=@x+1)2; ) y=(5-x0"

3. Khao sit su bién thién va vé do thi cia cdc ham s0 :
4

a)y=x§; b) y=x".
4. Hay so sanh cdc s6 sau v6i 1 :

a) (4,07 b) (0,2)*;

¢) (0,7)**; d) (3%,
5. Hay so sanh cac cap so sau :

2,3 2,3
a) 3,1)7"% va 4,3)7% : b) (%j va (%j :0) 0,3%3va (0,223 ;

((‘3 LOGARIT
J

I - KHAI NIEM LOGARIT

A
Tim x dé :

a)2* =8; b)2x=l; =
4 125

Cho s6 a duong, phuong trinh

dua dén hai bai todn ngugc nhau :
* Biét «, tinh b.
* Biét b, tinh «.
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Bai todn thi nhat 1a tinh luy thira v6i s6 mi thuc cia mot s6. Bai toan thi
hai dan dén khai niém lay lo6garit cia mot s6. Nguoi ta chiing minh dugc

rang véi hai s6 duong a, b, a # 1, luon tén tai duy nhat s6 o sao cho a® = b.
1. Dinh nghia

Cho hai s6 duong a, b v6i a # 1. S6 « thoa min dang thiic

a® = b dugc goi 1a logarit co s6 a cua b va ki hiéu 12 log, b.

a=log,b < a”* =b.

Vidul
-2
2) log, 8 =3 vi 2% =8 ; b) log, 9 = —2vi (l] _9
3 3
2

a) Tinh log, 4, logS%.

b) C6 cac s6 x, y nao dé 3* =0, 2¥ =-3 hay khoéng ?
CHUY
Khong c6 16garit ctia s6 am va s6 0.
2. Tinh chat

Cho hai s6 duong a va b, a # 1. Ta c6 céc tinh chat sau day.

log,1=0, log,a =1,

a8t _ p log,(a%) = a.

3
ﬂ Hay chiing minh céac tinh chat trén.
Vidu 2
2
a) 32log35 _ (310g35) _ 52 — 25

1 -3
b) log; 8 = log; (Ej = 3.
2 2
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1 lo l
log,— g5
Tinh 40g27, (—1 j 3 .

25

11 - QUY TAC TINH LOGARIT

A
3 5

Cho b =2°, b, =2°.

Tinh log, b, +log, b, ; log, (b b,)va so sénh céc két qua.

1. Lodgarit cua mét tich

PINH Li 1

Cho ba s6 duong a, by, b, v6i a # 1, tacd

log,(biby) = log, by +log, b, .

Légarit ciia mot tich bdng tong cdc logarit.

Chirng minh. it o) = log, b, a, =log,b,, tacod

oy +ay =log, b +log, b,. (1)
Mait khéc, vi b = a®, by, = a®?, suy ra bib, = a a® = gate
Do dé oy + ay =log,(bihy). 2)
Tu (1), (2) suy ra

log,(byby) = log, by +log, b,. u

Vidu 3. Tinh logg 9 + logg 4.
Gidi. logg 9 + logg 4 = logg(9.4) = logg 36 = 2.
CHU Y
Dinh 1i 1 ¢6 thé m& rong cho tich ctia n s6 duong :
log,(bb,...b,) = log, b; +log, by, +... +log, b,

(CZ, bl’ bz, cens bn >0,a# 1)
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7%6

Tinh log, 2+2log, %+log %

1=
2 2 2

2. L

A

b , .
Cho b =2, b, =2 Tinh log, b, ~log, b,, Ingb_l va so sanh cac két qua.
)

ogarit cua mot thuong

DINH Li 2

Cho ba s6 duonga, b, b, véia # 1, tacod

logaﬁ = log, by —log, b, .
by

Logarit cua mot thuong bang hiéu cdc logarit.

Dac biét loga% =-log,b | (a>0,b>0,a=1).

Dinh 1i 2 dugc chitng minh tuong tu Dinh 1i 1.

Vidu 4. Tinhlog; 49 — log 343.

49 1
Gidi. log+ 49 — log- 343 = logm — = logy — = —log 7 = —1.
g7 27 g7 343 27 7 g7

3. Logarit cia mot luy thira

DINH Lf 3

Cho hai s6 duong a, b ; a # 1. Vi moi «, ta co

log, b* = alog,b.

Logarit ciia mot luy thita bang tich cua s6 mii voi légarit ciia
co s0.

bac biét log,, Yp = lloga b.
n

64



Chiing minh. Dat 8 = log, b thi b = a”.
Do dé b* = (aP)* = a®P.
Suy ra aff = log, b*hay alog,b = log, b*. m

Vidu 5. Tinh gi4 tri clia cdc biéu thic :
; 1
a) log, 47 ; b) logs /3 — ~logs15.

Giai
1 2, 5
a) 10g2 47 = 10g2 27 = 7]0g2 2 = 7,

b) logs V3 - %logS 15 = logs V3 - logs J15

1
3 1 - 1
= logs — = logc— = log<5 2 = ——,
85 J15 gs\/g 85 2

111 — POI CO SO

8
% Choa=4,b=64,c=2.Tinh log b, log.a, log.b.
Tim mot hé thic lién hé gilta ba két qua thu dugc.

DINH LI 4

log,.
Cho baso duonga, b, cvéia=1,c#1,tacé log, b = Ogcb-
log.a

1
log;, a

bac biét log, b = b#1

logaa b= élogab (o #0).
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Chitng minh. Theo tinh chit cta logarit va Dinh 1i 3, ta c6
log, b = log,(a'*% ") = log,, b.log, a.

Vi a #1 nén log.a # 0. Do do

log, b = log b ]
log,. a
IV — VI DU AP DUNG
Vidu 6. Tinh :
log | 2

Gidi

2) Ta c6 logy 15 = log 15 = %logz 15 = log, V15 .

Do d6 208415 _ glom V15 _ /5

1 -1 1
b)Vilog; 2=1log, 32 =——l0ogy2 =1ogy2 3 =log:——
) gL 253 31083 g3 83375
1
logLZ ]og3—
néen3 7 =3 L

R
Vidu 7. Cho a = log, 20. Hay tinh log,y 5 theo a.
Gidi. Ta c6

a = log, 20 = log,(2%.5) = 21og, 2 + log, 5 = 2 + log, 5,

suy ra logh5=a-2.
1 _
Vay logyy 5 = —=2 > 22
log, 20 a

Vi du 8. Riit gon biéu thic

1
A =1log; 7+ 2logg49 — lo —.
g% 89 837
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Gidi. Ta c6
A=log, 1 7+2log,(7*)—log ; (771
3 3 35

= —logy7 + 2log3 7 + 2logy 7 = 3logs 7.
Vidu 9. So sdnh cic so log, 3 va logg 5.
Gidi. Pat o =log, 3, f =logg 5.
Tacéd 2% =3>2néna>1:6f =5<6'nenp <1.
Suyra a > f.
Vay log, 3 > logg 5.

V — LOGARIT THAP PHAN. LOGARIT TU NHIEN
1. Logarit thap phan
” Logarit thap phan 1a logarit co s6 10.
log;gb thudng dugc viét 1a logh hoac 1gb.

2. Logarit tu nhién

: : , . 1) -
Nguoi ta chiing minh dugc day s6 (u,)v6i u, = [1 + —j c6 gidi han la
n

mot s6 vo ti va goi giGi han d6 la e,

1 n
e = lim (1+—j .
n—»+o0 n

Mot gia tri gan ding ctae la e 2,718 281 828 459 045.

” Logarit tu nhién 1a 1ogarit co so e.
log, b dugc viét 1a Inb.

CHUY
Muén tinhlog, b, v6i a # 10 vaa # e, bang mdy tinh bo tdi,
ta c6 thé st dung cong thic ddi co s6.
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Chang han,

1

logy 3 = 1282 _ 1 584 962 501.
log2

log;0,8 = MO8 _ 6203114 013.

Bai tap
Khong st dung may tinh, hay tinh :
a) 10g2%; b) log12;

4

¢) logz 43 d) logy50,125.
Tinh :
2) 410g2 3; b) 27log9 2;
¢) 910857, d) 4'02s27,

Riit gon biéu thic :
a)logz 6.logg 9.1ogg 2 ; b) log, b + loga2 b*.
So sanh cac cap so sau :
a) logz5va log74 ;
b) log0’32vé logs3 ;
¢) log, 10va logs 30.
a) Cho a = logs( 3, b =logs,5. Hay tinh logz 1350 theo a, b.
b) Cho ¢ = log;53. Hay tinh log,515 theo c.



z g

BAN CO BIE

Al DA PHAT MINH RA LOGARIT ?

Né-pe (John Napier) la nha toan hoc Xcot-len (Scotland).
Ong sinh nam 1550 tai Me-ti-ston (Metiston-Castle),
gan thanh phé E-din-boc (Edinburgh) va tét nghiép
trudng Pai hoc Téng hop E-din-boc.

Né-pe la ngudi phat minh ra légarit. Thuat ngr "Logarit" do
ong dé nghi xuat phat tir su két hop hai tir Hi Lap Adéyog (doc
la "logos" ¢ nghia la ti s6) va 'ap1Bu 6¢ (doc l1a "aritmos” cb
nghia 1& s8). Trong toan hoc ¢8, binh phuong, Iap phuong, ...
dudc goi 1a cac t7 s6 kép, bdi ba,... Nhu vay, déi véi Né-pe, tur

LOyos 'api Buds cd nghia 1a "s6 ti s6". Logarit dugc Né-pe J. Napier
xem la s6 trg gitp dé tinh ti s& clia hai s6. (1550 — 1617)

Trong tac pham "Mé ta bang l6garit ki diéu" (1614), Né-pe dua ra dinh nghia va

céc tinh chat cla ldgarit. Légarit ma Né-pe xét ¢ co s gan bang l.
e

Thuat ngl "Légarit tu nhién" do Men-g6-li (P. Mengoli — 1659) va Men-ca-to
(N. Mencator — 1668) dua ra. Nam 1893, Prin-xém (A. Pringshelm) da ki hiéu
I6garit tu nhién cla sé N bdi In N. Bdi vay, viéc goi légarit tu nhién 1a 16garit Né-
pe khong cé co sd. Tuy nhién, ngudi ta van thudng goi nhu vay c6 18 1a do da
gan ldgarit tu nhién véi tén ngudi thiét 1ap bang Ibgarit dau tién.

Ngoai ra, Né-pe con la tac gia clia mot loat cac coéng thiic danh cho viéc giai cac
tam giac cau, réat tién Igi cho viéc 18y I6garit.

Ngay 4-4-1617, Né-pe qua ddi tai qué huong éng.
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&'/, HAM sO MU. HAM SO LOGARIT
)

[ - HAM SO MU

Vidu 1. Bai toan "lai kép"

Mot nguoi gli s6 tién 1 triéu dong vao mot ngan hang véi 1ai suat 7%/nam.
Biét rdng néu khong rit tién ra khoi ngan hang thi ci sau mdi nam, s6 tién 1ai
s€ duoc nhap vao von ban dau (nguoi ta goi do6 1a 1ai kép). Hoi nguoi dé duoc

~ . A N - * ~ 9 N N
linh bao nhiéu tién sau » nam (n € N ), n€u trong khoang thoi gian nay
khong rit tién ra va 13i sudt khong thay dai ?

Gidi. Gia stt n > 2. Goi s6 von ban dau 1a P, 13i suat 1a . Ta c6 P = 1 (triéu dong),
r=20,07.

* Sau nam thd nhat :
Tiénlaila 7} = Pr=1.0,07 = 0,07 (triéu dong).
S6 tién dugc Iinh (con goi 1a von tich luy) 1a

P =P+T =P+Pr=P(+r) =107 (tricu déng).
* Sau nam tht hai :
Tienlaila 7, = Ar =1,07.0,07 = 0,0749 (triéu dong).
Véntichlugla Py = P +Ty = P, + Pr = P(1+7r)

= P(1+ )% = (1,07)2 = 1,1449 (trieu dong).

* Tuong tu, von tich luy sau » nam la

P, = P(1+ r)" = (1,07)" (triéu dong).
Vay sau n nam, ngudi dé duoc linh (1,07)" triéu dong.

Vi du 2. Trong Vat li, sy phan rd cta cac chat phong xa dugc biéu dién
béang cong thic

t
wo-n(3f.
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trong d6 my 12 khoi lugng chat phong xa ban dau (tai thoi diém ¢ = 0), m(r)
1a khoi lugng chat phong xa tai thoi diém ¢, T 1a chu ki ban ra (tic 1a
khodng thoi gian d€ mot nira s6 nguyén tir ctia chit phong xa bi bién thanh
chat khac).

Vi du 3. Dan s6 th€ gidi dugc ude tinh theo cong thitic S = Ae™ ,trong d6 A
l1a dan s6 cta nam lay lam mdoc tinh, S 1a dan s6 sau 7 nam, i 1a ti 1é tang
dan s6 hang nam.

1

ﬁCho bi€t nam 2003, Viét Nam c6 80 902 400 ngudi va ti 1& tang dan s6 l1a 1,47%.
HAi nam 2010 Viét Nam sé& c6 bao nhiéu ngudi, néu ti 1& tang dan sé hang nam
khong dé&i ?

Nhiing bai todn thuc t&€ nhu trén dua dén viéc xét cdc ham s6 cé dang y = a™.
1. Dinh nghia

H Cho s6 thuc duong a khac 1.

Ham s6 y = a”* dugc goi 12 ham s6 mil co s6 a.

2
ﬂTrong cac ham sé sau day, ham s6 nao 1a ham s6 mi ? Véi co s6 bao nhiéu ?
X
a) y=(3)"; b)y=53; c)y=x7"; d) y=4"
2. Pao ham cua ham sé mii

Ta thura nhan cong thiic

lim = 1. (1)

DINH LI 1

Ham s6 y = ¢ c6 dao ham tai moi x va

(e") =e.

Chirng minh. Gia st Ax la s6 gia cta x, ta c6

Ay = AR ex(eAx -1).
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Do d6

Ax Ax
Ap dung (1), ta c6
Ax_
L
Ax—0 Ax
T do suy ra
"= lim &=ex |
Ax—0 Ax

CHUY
Cong thitc dao ham ctia hAm hop déi véi ham s6 e (u = u(x))
1a (e") =u'e".

DINH LI 2

Hamsé y =a* (a >0, a # 1) c6 dao ham tai moi x va

(@) =a‘Ina.

Chirng minh. Ta c6

X Ina®

In
a =e =€x a.

biat u(x) = xIna, theo Chu y trén, ta dugc
@) = ("M = ¢ M xIng) = " Ina =
CHUY

D6i v6i ham hop y = a*, ta c6

@) =d"Ina.u'.

2
Vidu4. Him s6 y = 8° "1 ¢6 dao ham 1a

2 2
y' =8 T2 L x4+ 1)'In8 = 8 T¥(2x + 1)InS.



3. Khaosathamsémii y=a* (a>0,a%1)

yzax,a>1

y=a",0<a<l

1. Tap x4c dinh : R.

2. Su bién thién

y'=a‘lna>0, Vx.

Gi6i han dac biét

lim ' =0, lim a' = +oo.

X—>—00 X—+ow
Tiém can :
Truc Ox 1a tiém can ngang.

3. Bang bién thién

X | —o 0 1 +o
y’ + + +
y +00

4. D6 thi (H.31)

VA
y=a*
(@>1)

a

1
_./

0

Hinh 31

1. Tap x4c dinh : R.

2. Su bién thién

y' =a‘'lna<0, Vx

Gi6i han dac biét :

lim a' =+, lim a' =0.
X—>—00 X—>+00
Tiém can :
Truc Ox 1a tiém can ngang.
3. Bang bién thién
X | —o0 0 1 +00
y - - -
y 400
1
a
0

4. D6 thi (H.32)

YA

1 y=a*(0<a<l)

ak_

0 1 X
Hinh 32
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Bang tom tit cac tinh chat cia hamsomit y =a* (a>0,a=1)

Tép xac dinh (—o0 ; +0).

DaO ham y' = ax Ina.

4 v ... ]a>1:ham s6luon dong bién ;
Chiéu bién thién . ) . .
0 <a <1 :ham so6 luon nghich bién.

Tiém can truc Ox 1a tiém can ngang.

di qua cdc diém (0 ; 1) va (1 ; a), nim phia
Do thi trén truc hoanh

(y=a' >0,Vx e R).

I1 - HAM SO LOGARIT
1. Dinh nghia
H Cho s6 thuc duong a khac 1.

Ham s6 y = log, x duogc goi 1a ham soé logarit co s6 a.

Vidu 5. Cic ham s6 y = logy x,y =log x, y = log\/g x,y=Inx, y =logx
4

, . . BN 1
12 nhitng ham so6 logarit v6i co so lan lugt 1a 3, Z, «/g, e va 10.

2. Pao ham cua ham sé légarit

Ta c6 dinh Ii sau day.

DINH LI 3

Ham s6 y = log, x (a >0, a# 1) c6 dao ham tai moi x > 0 va

(log, x)"' = .
xlna

Dac biét (Inx)' = l
X
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3.

CHU Y

boi véi ham hop y = log, u(x), ta cod

u

(log, u)' = .
ulna

Vidu 6. Ham s6 y = log,(2x + 1) c6 dao ham la

y'=(log,(2x +1))' =

3

Qx+1) 2

(2x +DIn2  2x+DIn2’

Tim dao ham clia ham s6 y = In(x+1+x2).

Khao sat ham so légarit y = log,x (a>0,a=1)

y=log,x,a>1

y=log,x, 0<a<l

1. Tap x4c dinh : (0 ; 4+00).
2. Su bién thién
1

y' = >0, Vx>0.
xlna

Gidi han dac biét :

lim log, x = —oo,
x—>0"

lim log, x = +oo.
X—>+00

Tiém can :
Truc Oy la tiém can ding.
3. Bang bién thién

1. Tap xac dinh : (0 ; 4+00).
2. Su bién thién
1

y'= <0,
xlna

Gidi han dac biét :

Vx> 0.

lim log, x = +oo,
x—>0"

lim log, x = —oo.
X—>+00

Tiém can :
Truc Oy la tiém can ding.
3. Bang bién thién

x |0 1 a +o x |0 a 1 +00
y + + + Y - - -
y +00 y | +oo~_1
/ 0
—o 0 -0
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4. D6 thi (H.33)

VA
1 ]
0 1 a x
y = log x
(a>1)
Hinh 33

4. Do thi (H.34)

Yy A
1k-
0 ’ \i
y = log x
O<ax<l

Hinh 34

Bang tom tat cac tinh chat cia ham so y = log,x (a>0,a#=1)

Tap xac dinh (0 ; +00).
1
Pao ham y' = .
xlna

Chiéu bién thién

a > 1 : ham s6 luon dong bién ;
0 <a < 1:ham s0 luon nghich bién.

Tiém can truc Oy la tiém can ding.
Db thi di qua cac diém (1 ; 0) va (a ; 1) ; nam phia

bén phai truc tung.

Duéi day 1a do thi cta cdc ham s6 :

y=log;x, y=

Vi

1 X
—| (H.35);
1] was);

y = log\/i x, (H.36).

Hinh 35

a X //“"_
T /
S J
4 \3/
7/
7,
/)
7
Y

.

7/

7

7

/ e
4
} — t t
L0 1 2 4
4 4
7
/7
7
Hinh 36



g

4

Néu nhan xét vé mai lién hé gilra d6 thi cla cac ham s6 trén Hinh 35 va Hinh 36.

NHAN XET

D6 thi ctia cdc ham s6 y = a" va y = log, x (a > 0,a # 1) d6i

xting véi nhau qua dudng thang y = x.

Bang dao ham cua cac ham sé luy thira, mii, logarit

Ham so cép Ham hop (u = u(x))
(xa’)v — axa—l (M(Z)v — aua—l.u.
N (1] o
Ger | G-
' 1 \/7)v — u
(Vo) =L {
2/x Ju
(e.X)l — e)( (el/t)v — el/tuv
(@) =a’lna (@) =d" . Inau'
1 1
(Inlxl)' = = (Inlul) = £
X u
1 u'
log,, |x|)' = log lul)' =
( 8a ) xlna ( Sa ) ulna
Bai tap
V& d6 thi cua cdc ham so :
1 X
a)y =4"; b)) y=|—].
)Yy )y (4j
Tinh dao ham ctia cac ham s0 :
a)y = 2xe* +3sin2x;  b)y=5x" - 2% cosx ; oy =1,
3
Tim tap xac dinh clia cdc ham s0 :
a) y = log, (5 — 2); b) y = logy(x* - 2x);
c)y=log1(x2—4x+3); d)y=10g0’431x+2.
S _
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V& d6 thi cua cdc ham s0 :
a)y = logx; b)y =log; x.

2
Tinh dao ham ctia cac ham s0 :

a)y = 3x% —Inx + 4sinx ;

b)y=log(x2+x+1);

PHUONG TRINH MU VA

({‘5 PHUONG TRINH LOGARIT
J

I - PHUONG TRINH MU

78

Bai toan
Mot nguoi gui tiét kiém v6i 1ai sudt 8,4%/nam va 1ai hang nam dugc nhap
vao von. Hoi sau bao nhiéu nam ngudi d6 thu dugc gap doi so tieén ban dau ?
Gidi. Goi s0 tién gui ban dau 1a P. Sau n nam, s tién thu duoc la
P, = P(1+0,084)" = P(1,084)".
Dé P, = 2P thi phai c6 (1,084)" = 2.
Do d6 n = 10g1,084 2=~ 8,59
Vi n 1a s6 tu nhién nén ta chon n = 9.
Vay muo6n thu dugc gdp doi so6 tién ban dau, ngudi d6 phai gl 9 nam.
* Nhiing bai toan thuc t€ nhu trén dua dén viéc giai cac phuong trinh c6 chia

an s6 O s6 mii cha luy thira. Ta goi d6 1a cdc phuong trinh mii.

, ' 4
Chang han, c4c phuong trinh 3* = 8, (5) —— *+3=0 la nhitng phuong
3
trinh mii.



1.

Phuong trinh mii co ban

H Phuong trinh mil co ban ¢6 dang

a“=b@>0,a#l).

Dé giai phuong trinh trén, ta sit dung dinh nghia logarit.

Véib>0,tacé a* =b < x=log,b.

Véib < 0, phuong trinh vo nghiém.

Minh hoa bdng do thi

Hoanh do6 giao diém clia d6 thi hai ham s6 y = ¢* vd y = b 12 nghiém cua

phuong trinh a* = b.

S6 nghiém ctia phuong trinh 12 s6 giao diém clia hai d6 thi.

RO rang, néu b < 0 thi hai d6 thi khong cat nhau nén phuong trinh vo nghiém.

Néu b > 0 ta c6 hai do6 thi trén cdc hinh 37 va 38. Trén moi hinh, hai d6 thi
luon cét nhau tai mot diém nén phuong trinh c¢6 nghiém duy nhat.

YA
y=a'
(a>1)

/ y=b
y

=V

0 log,b

Hinh 37

Két ludn

YA

y=b

N

o1 y=a*(0<ax<l)

loglab 0

Hinh 38

Phuong trinh a* =b(a > 0,a # 1)

b>0

c6 nghiém duy nhat x = log, b.

b<0

vo nghiém.

X

79



Vi du 1. Gidi phuong trinh 227! + 4¥*1 = 5,

Gidi. Dua v€ trdi v€ cling co s6 4, ta dugc

444 25 hay 4 =19,
2 9

Vay x = log, %

2. Cach giai mdt sé phuong trinh mii don gian
Ngudi ta thudng sir dung cac phuong phdp sau dé giai mot s6 phuong trinh mi.
a) Pua vé cung co so
ﬁ1
Giai phuong trinh 62*7 =1 bang cach dua vé dang «*® =4%"™ va gidi phuong
trinh A(x) = B(x).

) x+1
Vi du 2. Giai phuong trinh (1,57 = (Ej .

.0 N .3
Giai. Dua hai vé vé cung co so E,ta duoc

(3j5x—7 (3j—x—1
2 2
Dodo 5Sx-7T=—x-1< x=1.
Vay phuong trinh c¢6 nghiém duy nhat x = 1.
b) Pat an phu
Vi du 3. Giai phuong trinh

9' —4.3' - 45=0.
Gidi. Dat t = 3", t > 0, ta c6 phuong trinh

12 — 4t — 45 = 0.

Giai phuong trinh bac hai nay, ta dugc hai nghiém # =9, t, = -5.
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Chi ¢6 nghiém 7 = 9 thoa man dicu kién ¢ > 0.

Do dé 3' =9. Vay x =2,

Giai phuong trinh %.52)‘ +5.5° =250 bang cach dit an phu r=5".
¢) Logarit hoa

2
Vi du 4. Giai phuong trinh 3%.2% =1.
Gidi. Lay logarit hai v€ vGi co s6 3 (con goi 1a logarit hoa), ta duoc
2 2
log3(3*.2% ) = logz 1 < logy 3" +logz2* =0.

T d6 ta co
x + x%log32 = 0> x(1 + xlog3 2) = 0.

Vay phuong trinh da cho c6 cdc nghiém la

xp=0va x, =~ = —log, 3.

logz 2

II —- PHUONG TRINH LOGARIT

Phuong trinh légarit 12 phuong trinh c6 chita 4n s6 trong
biéu thic du6i dau logarit.

Chang han, cdc phuong trinh
log; x =4 va 10g%x—210g4x+1:0
2
déu 1a phuong trinh logarit.
1. Phuong trinh légarit co ban
3

Tinh x, biét log,x = i.
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H Phuong trinh logarit co ban c6 dang

log,x=b(a>0,a=+]1).

Theo dinh nghia logarit, ta c6

logax=b<:>x=ab.

Minh hoa bdng do thi

V& d6 thi ham s6 y = log, x va dudng thang y = b trén cung mot hé truc
toa do (H. 39 va H. 40).

y“ yﬂ
y:b \ y:b
’ / ’ \
1 |
L, ! s
0 1 ab X O| ab 1 Y
y = log,x y =logx
(@ >1) O<a<l)
Hinh 39 Hinh 40

Trong ca hai truong hop, ta déu thay d6 thi cia cdc ham s6 y = log, x va
dudng thang y = b luon cit nhau tai mot diém v6i moi b € R.

KET LUAN

Phuong trinh log, x =b (a >0, a # 1) luén c6 nghiém duy

b

nhat x = a~ v&i moi b.

2. Cach giai mdt sé phuong trinh Iégarit don gian

Nguoi ta thudng sir dung cac phuong phép sau dé giai mot s6 phuong trinh
logarit.

a) Pua vé cung co s6

4
ﬁ Cho phuong trinh log, x +log, x = 6 . Hay dua cac logarit & vé trai vé clng cd s6.
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Vidu 5. Giai phuong trinh logs x + logg x + logy7 x = 11.
Gidi. Dua cdc s6 hang & v€ trdi vé cling co so 3, ta dugc

10g3x+10g32 x+log33x =11
1 1
= log3x+510g3x+§10g3x =11 <logzx =6.
Vay x = 3% =729,

b) Pat 4n phu
5

K

\ Giai phuong trinh log§ x=3log, x+2=0 b&ng cach d&t an phu = log, x.

Vi du 6. Giai phuong trinh

1 N 2
5—-logx 1+ logx

Gidi. Di¢u kién cua phuong trinh 1a x > 0, logx # 5va logx # —1.

biat t = logx (¢t #5,t # —1), ta dugc phuong trinh
1 2

— =1

5-1 1+t
T do6 ta c6 phuong trinh

1+t+25-1)=06-0)+1)

& t4ll=-t2 +4t+5 12 -5+6=0.

Giai phuong trinh bac hai theo ¢, ta dugc hai nghiém # =2, t, =3 déu

thod man diéu kién 7 # 5, r # —1.

Vay logx; =2, logxy, =3 nén x; =100, x, =1000.

2
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¢) Mii hoa

Vi du 7. Giai phuong trinh log,(5-2") =2 — x.

Diéu kién clia phuong trinh 1a 5 - 2% > 0.

Gidi. Theo dinh nghia, phuong trinh da cho twong duong véi phuong trinh

210g2 (5—2‘\.) — 22—)(.

(Phép bién ddi nay thudng duoc goi 1a mii hoa). Tir d6 ta ¢6

507 =4 92 _s5ox 4

2X

bat t = 2% (¢ > 0), ta c6 phuong trinh bac hai 2 — 5t + 4 = 0 v6i hai nghiém
duong ¢ = 1, t = 4. Vay nghiém cua phuong trinh da cholax =0, x = 2.

Bai tap
Giai cac phuong trinh md :
1 X
a) (0,377 =1; b) (gj = 25;
2
C) 2X —3x+2 — 4; d) (0’5)X+7'(0’5)1—2.X — 2.
Giai cac phuong trinh md :
a) 3271 4327 = 108; b) 2+ 4277 4 2 = 28,
c) 64° -8 —56 =0; d) 3.4% -2.6% =9,

Giai cac phuong trinh logarit :

a) logz(5x + 3) = log3(7x + 5);

b) log(x — 1) — log(2x —11) = log2;
c) log,(x = 5) + logy (x +2) = 3;

d) log(x? — 6x + 7) = log(x — 3).



Giai cac phuong trinh logarit :
1 2 1
a) —log(x” + x —5) = log5x + log—;
2 Sx
b) %log(xz —4x —1) = log8x — log4x;

c) log\/zx + 4logy x + logg x = 13.

Q7™ BAT PHUONG TRINH MU VA
J6

BAT PHUONG TRINH LOGARIT

I - BAT PHUOGNG TRINH MU

1.

Bat phuong trinh mii co ban

H Bit phuong trinh mii co ban c¢6 dang a* > b (hoac a* > b,

a* <b, a* <b)véia>0,a=l.

Ta xét bat phuong trinh danga™ > b.

* Néu b < 0, tap nghiém cia bat phuong trinh AR vi a* > 0> b, Vx € R.

« Néu b > 0 thi bét phuong trinh tuong duong v6i a* > a'°%?.

Véi a > 1, nghiém cua bat phuong trinh 1a x > log, b.

V6i 0 <a <1, nghiém cta bat phuong trinh 1a x < log, b.

Vidu1

a) 3* > 8l < x> logz 8l < x > 4;

X
b)(%) >32 < x<log;32 < x<-5.
2
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Minh hoa bing dé thi "1 b= at
~ 2R L LN ~ X s N 2 (a>1)
V& do6 thi ham s6 y = @~ va duong thang
y = b trén cing mot hé truc toa do.
. e b
Trong truong hop a > 1 ta nhan thay : / y=F
, X N S
*Néub<0thi ¢ > b v6i moix. _—1
) - o o[ Toggb X
*Néub>0thi a > b v6i x > log, b (H.41).
Hinh 41
Truong hop O <a<1,tacé : "
* Néu b <0thi ¢ > b v6i moi x.
e Néu b > 0 thi a' >b v6i b y=b
x <log, b (H.42). .
B ]
logab‘ 0 X
Hinh 42

Két lugn. Tap nghiém ctia bat phuong trinh a* > b duoc cho trong bang sau :

iy

1

s Tdp nghiém
a>1 O<ax<l1
b<0 R R
b>0 (log, b ; + ) (=0 ; log, b)

Hay lap bang tuong tu cho cac bat phuong trinh ¢* > b, a* <b, a* <b.

2. Bat phuong trinh mii don gian

86

Dudi day 1a mot s6 vi du vé bat phuong trinh mi don gian.

2
Vi du 2. Giai bat phuong trinh 3" ~* <9,

Gidi. Bit phuong trinh da cho c6 thé viét & dang

2
3TN 32,



Vi co's6 3 16n hon 1 nén x> — x < 2.
Day 1a bat phuong trinh bac hai quen thuoc. Giai bat phuong trinh nay, ta
duoc -1 <x < 2.

Vay tap nghiém ctia bat phuong trinh da cho 1a khoang (-1 ; 2).
Vi du 3. Giai bat phuong trinh 4% — 2.5%% < 10",
Gidi. Chia hai v€ cua bat phuong trinh cho 10*, ta dugc
X X
(3 -=3) <
5 2
2 X
bat 1 = (gj (t>0), ta c6 bat phuong trinh

2
-2 cihay Z 2122 0
t t

Giai bat phuong trinh nay véi diéu kién 7 > 0, ta dugc 0 <z < 2. Do d6

X
O<(gj < 2.
5

Vi co so % nho hon 1 nén x > log, 2.
5
Vay tap nghiém clia bat phuong trinh da cho la(log, 2 ; +).

5
A
Gidi bat phuong trinh 2* +27° -3 <0.

II - BAT PHUONG TRINH LOGARIT

1. Bat phuong trinh légarit ¢ ban

Bat phuong trinh logarit co ban c¢6 dang log,x > b (hoac
log, x =2 b, log, x <b,log,x<b)v6ia>0,a+1.

Xét bat phuong trinh log, x > b.
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Truong hgpa > 1,tacod
logax>bc>x>ab.
Truong hopO<a <1, tacod
logax>b<:>0<x<ab.
Vidu4

a)log,x >7 < x>27 < x>128.
1y 1
b)log1x>3<:>0<x<(5j <:>0<x<§.
2

Minh hoa bdng do thi

V& do thi ham s6 y = log, x va dudng thang y = b trén cling mot hé truc toa do

(H. 43, H. 44). ya
yn
y = log,x ab _
(a>1) ol 1\ | x
ab _ |
0 i 1 X b y=b
b y=b
y = log x
0<ax<l
Hinh 43 Hinh 44

Quan sat do thi, ta thay :

Truong hop a > 1: log, x > bkhi va chi khi x > a’.

Truong hop 0 < a < 1: log, x > bkhi va chi khi 0 < x < a’.

Két ludn : Nghiém cua bat phuong trinh log, x > b dugc cho trong bang sau :

log, x > b a>1 O<ax<l1

b b

Nghiém X>a O<x<a

‘ ]
S\‘_ i
/ \ Hay lap bang tuong tu cho cac bat phuong trinh log, x=b, log, x<b, log,x<b.
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2. Bat phuong trinh l6garit don gian
Ta xét mot s6 vi du vé bat phuong trinh logarit don gian.
Vidy 5. Giai bét phuong trinh log, 5(5x + 10) < 10g0’5(x2 + 6x +8).
Gidi. Diéu kién clia bat phuong trinh da cho 1a

5x+10>0 x> -2
= = x> 2.
x> +6x+8>0 x < —4 hoac x > -2

Vi co s6 0,5 bé hon 1 nén véi diéu kién d6, bat phuong trinh da cho tuong
duong v6i bét phuong trinh 5x + 10 > x” + 6x + 8

<:>x2+x—2<0<:>—2<x<1.

Két hop véi diéu kién, ta dugc tdp nghiém cua bat phuong trinh da cho la
khoang (-2 ; 1).

Vi du 6. Giai bat phuong trinh log,(x — 3) + log, (x —2) < 1.

Gidi. Diéu kién cta bat phuong trinh 1a x > 3. Khi d6, bat phuong trinh da
cho tuong duong véi

log,[(x = 3)(x —2)] < log, 2.
Vicos621I6nhon 1 nén(x —3)(x —2)< 2.

Giai bat phuong trinh nay, ta tim dugc 1 < x < 4. Két hgp véi diéu kién x > 3,
ta dugc nghiém cua bat phuong trinh da chola 3 < x < 4.

4
%Giéi bat phuang trinh log, (2x+3) > log, Gx+1).

2 2
Bai tap
1. Giai cac bat phuong trinh mi :
2x% -3x
2
a) 27V T <4, b) (Z) > 2;
9 7
c) 32 43571 < 28; d)4* -32%+2>0.
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Giai cac bat phuong trinh logarit :
a) logg(4 —2x) =22 ;

¢) logpp x —logs(x —2) < logy,3 ;

b) log; Bx —5) > logy (x +1) ;
5 5

d)log3 x — 5log3 x +6 < 0.

On tép chuong Il

Hay néu cac tinh chit cua luy thira v6i s6 mi thuc.

Hay néu cac tinh chat cua ham s6 luy thura.

Hay néu cac tinh chat cua ham s6 mi va ham so6 16garit.

Tim tap xac dinh clia cic ham s0 :

1
a) y = ;

3.X

c)y=log\/x2—x—12;

Biét 4* + 47" = 23. Hay tinh 2" + 27",

x_
2x -3

d) y =25 - 5.

b) y = log

o

Cho log, b = 3, log,c = —2. Hay tinh log, x voi :

a) x = a3b2x/z;

Giai cac phuong trinh :

a) 3X+4 + 3 5X+3 — 5X+4 + 3X+3,
c) 4.9 +12% -3.16" = 0;

e) 10g3x+10g\/§x+loglx =6;

3
Giai cdc bat phuong trinh :

a) 22571 4 02472 | 92%3 5 48

c) log; [logl (x2 — l)} <l;
2

a*3lb

C3

b) x =

b) 25 =65 +5=0;

d) log7(x —1)logy x = logy x ;

g) logx 8 = log x.
x_

x+1

b) (04" -(2,5)"" >1,5;

d) logj, x — Slogg, x < 6.



Bdi tap tréc nghiém

x—2

Tap xac dinh ciia ham s6 y = log la:
(A) (03 ) U (2 +00) B)d;2);
(©) R\A{1}; (D) R\ {1;2}.

Chon khang dinh sai trong céc khang dinh sau :
(A)Inx >0x>1; (B) logyx <0&=0<x<1;

(C) logya>logib=a>b>0; (D)logya=logibsa=5b>0.
3 3 2 2

Cho ham s6 f(x) = In(4x — x*). Chon khéng dinh ding trong céc khing
dinh sau :

A f'@2)=1; B f'(2)=0;
O f'G)=12; (D) f'(-1)=-1,2.
Cho ham s6 g(x) = log, (x2 —5x+ 7). Nghiém cua bat phuong trinh
2

gx)>01a:
(A)x>3; (B)x<2hoacx>3;
C)2<x<3; (D) x<2.
Trong cac ham so0 :

£ = In——s g(x) = 30Xy =

sin x COS X cos x
ham s6 nao c6 dao ham la ?
CoS X
(A) f(x) (B) gx) ; (O h(x) 5 (D) g(x) va h(x).
2
S6 nghiém ctia phuong trinh 22% =¥+ = 1 1a:
(A)O; B 1; ©2; (D) 3.
Nghiém clia phuong trinh 10'°8? = 8x + 5 1a :
1 5 7

A)O; B) —; C) —; D)—.
(A) (B) : © 2 (D) 4

91



Chuangw

NGUYEN HAM - TICH PHAN VA UNG DUNG

Nguyén ham
Tich phan

Ung dung cua tich phan trong hinh hoc



NGUYEN HAM

I - NGUYEN HAM VA TINH CHAT
1. Nguyén ham

1
ﬁ Tim ham sé F(x) sao cho F '(x) = f(x) néu :

a)f(x)=3x2 Véi x € (—o0 ; +0) ; b) £(x)= L 6i xe[_ﬁ;ﬁj.
cos? x 22

Ki hiéu K 1a khoang hoac doan hoac nira khoang cua R.
PINH NGHIA

Cho ham s06 f(x) xac dinh trén K.

Ham s6 F(x) dugc goi 1a nguyén ham cua ham so f(x) trén K
néu F '(x) = f(x) véi moi x € K.

Vidul

a) Ham s6 F(x) = ¥ 1a moOt nguyén ham cua ham s6 f(x) = 2x trén
khodng (=00 ; +00) Vi F'(x) = ()" = 2x, Vx € (o0 ; +00).

y N . 1
b) Ham s6 F(x) = Inx la mot nguyén ham cua ham s6 f(x) = — trén
X

khoang (0 ; +0) vi F '(x) = (Inx)' :l, Vx € (0; +o0).
X

2
ﬁ Hay tim thém nhiing nguyén ham khac clia cac ham s6 néu trong Vi du 1.

DINH Li 1

Néu F(x) 1a mot nguyén ham cta ham s6 f(x) trén K thi
v6i mdi hiang s6 C, ham s6 G(x) = F(x) + C ciing 1a mot
nguyén ham cua f(x) trén K .

% 3
Hay chdng minh Dinh Ii 1.
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DINH Li 2

Néu F(x) 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f(x) trén K thi
moi nguyén ham ctia f(x) trén K déu c6 dang F(x) + C, vGi
C 1a mot héng s6.

Chitng minh. Gia st G(x) ciing 1a mot nguyén ham cua f(x) trén K, tic la
G'(x) =f(x), x € K. Khi d6

(G(x) - F(x))'=G'(x) — F'(x) =f(x) - f(x) =0, x € K.
Vay G(x) — F(x) 1a mot ham s6 khong déi trén K. Ta c6

GxX)-Fx)=C=>Gkx)=Fx)+(C,x € K. [ |
Hai dinh Ii trén cho thay :

Néu F(x) 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f(x) trén K thi F(x) + C,Ce R

la ho tat ca cdc nguyén ham cua f(x) trén K. Ki hiéu

j f(x)dx = F(x) + C.

CHU Y
Biéu thiic f(x)dx chinh 12 vi phan clia nguyén ham F(x) cla
f(x), vidF(x)=F '(x)dx =f(x)dx.
Vidu 2

a) Vi x € (—oo ; +00), JZxdx = x2 +C ;
b) Véi's € (0 ; +o0), J%ds =Ins+C ;

¢c) V6it € (—o ; +0), Icostdt =sint + C.
Tinh chat cua nguyén ham

TINH CHAT 1
[Fioodx = £+ .

Tinh chat nay dugc suy truc ti€p tir dinh nghia nguyén ham.
Vi du sau day minh hoa cho tinh chat do6.



Vidu 3. J.(cosx)’dx = j(—smx)dx = cosx + C.

TINH CHAT 2

j kf (x)dx = kj F(x)dx (k 12 hing s6 khéc 0).

Chitng minh. Goi F(x) la mot nguyén ham cua kf(x), ta c6
kf(x) = F'(x) ()
) 1 1 '
Vik#0nén f(x) = ;F (x) = (;F(x)j .

Tu do, theo tinh chat 1 ta c6

k[ foodx = k| (%F(x)j dx = k(%F(x) + cl) = F(x) + kC; (C{ € R)

= F(x)+ C (vi C; tuy y thuoc R vak=#0nén C = kC;
tuy y thudc R)

= [4f (dx (do (). =

TINH CHAT 3

[[£00 £ go)]dv = [ Foodx + [ gx)dr.

4
%Héy chiing minh Tinh chéat 3.

Vidu 4. Tim nguyén ham ctia ham s6 f(x) = 3sinx + 2 trén khoang (0 ; +o0).
X

Gidi. V6ix € (0;+0), ta co

j(3sinx +%jdx - 3jsinxdx ¥ zjldx = 3cosx+2Inx+C.
X X

3. Suton tai nguyén ham
Ta thura nhan dinh 1i dudi day.
DINH LI 3

[ Moi ham s6 f(x) lién tuc trén K déu ¢6 nguyén ham trén K. ]
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Vidus
2
a) Ham s6 f(x) = x3 c6 nguyén ham trén khoang (0 ; +o0) va
2 5
3 33
Jx dx = gx + C.

b) Ham s6 g(x) = : cé nguyén ham trén ting khoang (km ; (k + 1)7)
sin” x

(ke Z) va

1
.[ 3 dx = —cotx + C.
sin” x

Bang nguyén ham ctia mot sé ham sd thudng gap

4,

A
Lap bang theo mau dudi day réi dung bang dao ham trang 77 va trong SGK Dai s6
va Giai tich 11 dé dién cac ham s6 thich hgp vao cot bén phai.

NGy fo+cC
0

a-1

X
e

a“lna (a>0,a=1)

COSx

—sinx
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Tu bang cac dao ham, ta c6 bang nguyén ham sau day.

fodx=c jaxdx=i+C(a>0,a¢1)
Ina
jdx=x+C jcosxdx=sinx+C
Ixadx= ! Oy ca= 1) jsinxdx:—cosx+C
a+1
Ildx:1n|x|+c j ! dx =tanx + C
X cos” x
jexdx:ex+c .[12 dx =—-cotx +C
sin” x

Vidu 6. Tinh :

a) J.[2x2 + %jdx trén khoang (0 ; +o) ;
/x2

b) [(Bcosx —3")dx tren khodng (— ; +o0).

Gidi

a) Véix € (0; +o0) tacod

j(2x2 + ﬁ]dx = 2jx2dx + jx_%dx
X

1
=§x3+3x3 +C=%x3+3§/;+c-
b) V6i x € (-0 ; +0) ta co
j(3cosx—3x“)dx =3Icosxdx—%f3xdx

X x—1
=3sinx ————+ C =3sinx —

+C.
3In3 In3

CHUY

Tur day, yéu ciu tim nguyén ham clia mot ham sé dugc hiéu 1a
tim nguyén ham trén tung khoang xac dinh cua né.
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II — PHUONG PHAP TINH NGUYEN HAM

1. Phuong phap déi bién sé

7% 6
a) Choj(x—l)lodx . Datu=x—1, hay vist (x—1)'%dx theo u va du.

b) Cho j InX gy Dat x=¢, hay vist " dx theo r va dr.
X X

PINH Li 1

Néu j F@)du = Fu) + C va u = u(x) 1a ham s6 c6 dao ham

lién tuc thi

[ fCpudx = Fu) + C.

Chirng minh. Theo cong thitc dao ham cuia ham hop, ta c6
(F(u(x))' = F'(u).u'(x).
VIF'(u)=f(u)=fux)neén (Fux))" = fux)u'(x). =
Nhu vay, cong thic If(u)du = F(u) + C ddng khi u 1a bién s6 doc lap thi
cling ding khi # 1a mot ham s6 cua bién s6 doc 1ap x.
HE QUA

V6iu=ax+b (a+0),tacod

jf(ax + bydy =~ F(ax + b) + C.
a

Vi du 7. Tinh j sin(3x — 1)dx.
Gidi. Vi Isin udu = —cosu + C nén theo hé qua ta cd
[sin(3x - 1)dx = —%cos(3x ~D+C.
CHUY
Néu tinh nguyén ham theo bi€én méi u (¢ = u(x)) thi sau khi

tinh nguyén ham, ta phai tr¢ lai bi€n x ban ddu bang cach thay
u boi u(x).
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X

dx.
(x +1)

Vi du 8. Tinh j

u-—1
5

Gigi. Datu=x+ 1thiu'=1va dx duoc viét thanh

(X+1) u

du . Khi do,

nguyén ham can tinh tré thanh

-l = f(L_L (4, (-5, 11 11
Jus d”_j[u4 usjd“‘I“ du j“ du = 3-u3+4.u4+c.

Thay u = x + 1 vao két qua, ta duogc

[——dr= ! 3(1. ! —1j+c.
(x+1) (x+1)°\4 x+1 3

2. Phuong phap tinh nguyén ham tirng phan

7
Tacb (xcosx)'=cosx—xsinx
hay —xsinx =(xcosx)' —cosx.

Hay tinh I(xcosx)'dx va Icosxdx. T d6 tinh Ixsinxdx.

DINH Li 2

Néu hai ham s6 u = u(x) va v = v(x) ¢c6 dao ham lién tuc
trén K thi

ju(x)v'(x)dx = u(x)v(x) — ju’(x)v(x)dx.

Chitng minh. Tt cong thiic dao ham cua tich

@(xv(x))" = u'(X)v(x) + u(x)v'(x)

hay u(x)v'(x) = Ww(xw(x))' — u'(x)v(x),
ta co j u(x)v'(x)dx =j(u(x)v(x))'dx —ju'(x)v(x)dx.
Vay j u('(x0)dx = u(x)w(x) — j ' (0)v(x)du. m
CHUY
Vi v'(x)dx = dv, u'(x)dx = du, nén dang thiic trén con duoc
viét & dang

Iudv =uv — Ivdu.

D6 1a cong thic tinh nguyén ham timg phan.
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Vi du 9. Tinh
a) jxexdx; b) Ixcosxdx; c) J-lnxdx.

a)Patu=xva dv =e"dx, tacé du=dx va v =e". Do do
jxexdx = xe" —_[exdx =xe* —e' +C.

b) bat u =xva dv = cosxdx, taduoc du =dx va v =sinx. Vay

Ixcosxdx xsinx — Isinxdx

xsinx + cosx + C.

hay Ixcosxdx

1
c)batu=Inx, dv=dx,tacé du = —dx vav=x. Do doé
X

Ilnxdx =xlnx— J.dx =xlnx—-x+C.

8
ﬁ Cho P(x) la da thic cla x. TU Vi du 9, hdy lap bang theo mau du6i day roéi dién u va
dv thich hop vao 6 tréng theo phuang phap tinh nguyén ham tiing phan.

j P(x)e’dx j P(x)cos xdx J'P(x) In xdx
u P(x)
dv e*dx
Bdi tép

1. Trong cac cap ham s6 dudi day, ham s6 nao la mot nguyén ham ctia ham
sO con lai ?

v . — : )
a)e ¥ va —e ' b) sin2x vasin“x;

2
c)(l—gj e’ va (1 —ijex.
X X

2. Tim nguyén ham cua cdc ham sd sau :

1 2 —1
) flx) = % : b) flr) = =——
X e
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1

c) fix) = 5 d) f(x) = sin5x.cos3x ;
sin”“x.cos“x

e) f(x) = tan’x ; Q) flr)=e 7,

) f(x) = ——

(1+ x)(1-2x)
3. Sk dung phuong phap déi bién s6, hdy tinh :
a) j(1—x)9dx(dat u=1-x);
3
b) [x(1+ )2 dx (dat u =1+ x2) ;

C)J.cos3xsinxdx (dat t = cosx) ;

d)IL (ditu = ¥ +1).
e +et+2

4. Sir dung phuong phédp tinh nguyén ham tirng phan, hay tinh :
a) [xIn(l+ x)dr; b) [(x* +2x - De'dx;

c) jxsin(2x+1)dx; d) j(l—x)cosxdx.

% TiCH PHAN

I - KHAI NIEM TiCH PHAN

1. Dién tich hinh thang cong

1
ﬁ Ki hiéu T 1a hinh thang vuéng gi6i han bdi dudng thdng y = 2x + 1, truc hoanh va hai
duong thdng x =1, x=1 (1 < ¢ < 5) (H.45).

1. Tinh dién tich & cla hinh T khi ¢ = 5 (H.46).
2. Tinh dién tich S(r) cGia hinh T khi r € [1 ; 5].
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y A y A
1
1
N 1
K 1
o !
Z l
3 |
1
1
1
1
| \Q ! 1
| » »
ol 1 ! 5 X o X
Hinh 45 Hinh 46

3. Chiing minh rang S(r) 1a mdt nguyén ham cla f(r) =2t + 1, t € [1 ; 5] va dién tich
S =55)-S(1).

Cho ham s6 y = f(x) lién tuc, khong déi dau trén doan [a ; b]. Hinh phing
gi6i han boi do thi ctia hAm s6 y = £(x), truc hoanh va hai dudng thang x = a,
x = b dugc goi la hinh thang cong (H. 47a).

0 16p dudi, ta da biét cach tinh dién tich hinh chit nhat, hinh tam giac. Bay
gid, ta xét bai todn tinh dién tich hinh phang D giéi han béi mot dudng
cong kin bat ki (H. 47b).

yA
y = f(x) \/_
) :
0] a b X
a) b)

Hinh 47

Bang céich ké cic duong thang song song vé6i cic truc toa do, ta chia D
thanh nhitng hinh nho la nhitng hinh thang cong (H.47a). Bai todn trén
dugc dua vé tinh dién tich cta hinh thang cong.

Vi du 1. Tinh dién tich hinh thang cong gi6i han boi duong congy = X2,

truc hoanh va cic duong thang x = 0, x = 1.

Gidi. VGi méi x € [0 ; 1] goi S(x) 1a dién tich ctia phan hinh thang cong da
cho nim giita hai duong thang vuong goc véi truc Ox tai diém c6 hoanh do 0
va x (H. 48).



yn yﬂ
| y =x2 [ y = x?
F &
&
S(x) . M N R
0 X 1 x 0 X x+h 1 X
Hinh 48 Hinh 49

Ta chiing minh
S'(x) = xz,x e [0;1].

That vay, v6i h > 0, x + h < 1, ki hieu Syypp va Synpr 1an lugt la dign
tich cac hinh cht nhat MNPQ va MNEF (H.49), ta c6

Sunpo < S(x + h) = S(x) < SynEF
hay

hx® < S(x + h) = S(x) < h(x + h)>.
Vay

0< S(x + h)—S(x) 3
h

Vé6i h <0, x + h >0, tinh todn tuong tu, ta dugc

S(x+ h)—S(x) _ 2
h

X% < 2xh + K2

2xh+ W < <0.

Toém lai v6i moi & # 0, ta c6

S+ h) = S(x)

p 2| < 2x|H + K2,

Suy ra

S'x) = lim XM =50 _ 2 0.,

h—0 h
Ta ciing chiing minh dugc S'(0) =0, S'(1) = 1.

Do d6, S(x) 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f(x) = x> trén doan [0 ; 1].
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3

Mat khéc trén doan d6, F(x) = % cling 1a mot nguyén ham cua f(x) = X2

nén

e
S(x):?+C,CeR.

Tu gia thi€t S(0) =0, suy ra C = 0. Vay

3
X
S(.X) = ?

2 . 9 N N ~ N 1
Thay x = 1 vao dang thuc trén, ta co dién tich cua hinh can tim 1la $(1) = 3

Bay gio, ta xét bai todn tim dién tich hinh thang cong bat ki.
Cho hinh thang cong gi6i han bdi cic dudng thing x = a, x = b (a < b),
truc hoanh va duong cong y = f{x), trong d6 f(x) 1a ham sd6 lién tuc, khong

am trén doan [a ; b]. yA

V6i moi x € [a ; b], ki hiéu S(x) 1a dién tich
clia phan hinh thang cong d6 nam giita hai
dudng thang vuong géc v6i Ox lan luot tai a
va x (H.50).

Ta cing ching minh dugc S(x) la mot
nguyén ham cua f(x) trén doan [a ; b]. 0

\J

Gia st F(x) cling 1a mot nguyén ham ctia f(x) thi

¢6 mot hang s6 C sao cho S(x) = F(x) + C. Hinh 50
Vi S(a) =0nén F(a) + C =0 hay C = —F(a).
Vay S(x) = F(x) — F(a).

Thay x = b vao dang thic trén, ta c6 dién tich clia hinh thang cin tim 1a

S(h) = F(b) — F(a).

Pinh nghia tich phan

2

Gia sl f(x) la ham s6 lién tuc trén doan [a ; b], F(x) va G(x) la hai nguyén ham cla
f(x). Chitng minh rang F(b) — F(a) = G(b) — G(a), (tGc la hiéu s& F(b) — F(a) khéng
phu thuéc viéc chon nguyén ham).



Cho f(x) 1a ham s6 lién tuc trén doan [a ; b]. Gia st F(x) la
mot nguyén ham cua f(x) trén doan [a ; b].

Hiéu s6 F(b) — F(a) dugc goi la tich phan tit @ dén b (hay tich
phan xac dinh trén doan [a ; b]) ciia ham s6 f(x), ki hiéu la

b
j F(x)dx.

. b . .. .
Ta con dung ki hiéu F(x) ‘a dé chi hiéu so F(b) — F(a).

b
Vay | [fdr = F), = Fb) - Fa).

b
Ta goi I 12 ddu tich phdn, a 1a cdn dudi, b 1a cdn trén, f(x)dx
a
12 biéu thitc dudi ddu tich phdn va f(x) 1a ham sé" dudi ddu
tich phadn.
CHUY
Trong truong hop a = b hoac a > b, ta quy uéc

a b a
[reode =0 [ fode = =] Foodx.
Vidu 2 ’ ’ ’

2 2
1)j2xdx=x2\ _2 2o4_1=23:

1
1
e
2)[dr = e[} =lne-In1=1-0=1.
t
1

NHAN XET
b
a) Tich phan ctia ham s6 f tlir @ dén b ¢6 thé ki hiéu boi J. f(x)dx
a
b
hay If(t)dt. Tich phan d6 chi phu thudc vao f va cac can a, b
a
ma khong phu thuoc vao bié€n so x hay .
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b) Y nghia hinh hoc ciia tich phdn. Néu ham s6 f(x) lién tuc va
b

khong am trén doan [a ; b], thi tich phan [ f(x)dx 1a di¢n tich
a

S cuia hinh thang cong giGi han bdi d6 thi cua f(x), truc Ox va

hai dudng thang x = a, x = b (H.47a). Vay

b
S = [ fx)dx.

II — TINH CHAT CUA TiCH PHAN

TINH CHAT 1

b b
j kf (x)dx = kj F(x)dx (k 12 hing s0).

TINH CHAT 2

b b b
[LF 0o £ goldr = [ fx)dx £ [ gx)dx.

s 3
72
Hay chiing minh céac tinh chat 1 va 2.

4
Vi du 3. Tinh j (x* + 3vx)dx.
1

Gidi. Ta co

4 4 4 1
j(x2 + 3/x)dx = szdx + 3jx2dx
1

1 1
43 —1

3
3|4 = |4
- [x—j + 3(3;«2] - +223 - 1) = 35.
3 T 3
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TINH CHAT 3

b c b
j f(x)dx = j F(x)dx + j F(x)dx (a<c<b).

Chitng minh. Gia st F(x) 1a mot nguyén ham ctia f(x) trén doan [a ; b]. Khi
do, F(x) cling 12 mot nguyén ham cua f(x) trén mdi doan [a ; ¢] va [c ; b]. Do
do, tacod

c b
jf(X)dx +If(X)dx = (F(c) — F(a) + (F(b) — F(c))

b
= F(b) — F(a) = j £(x)dx. m
27
Vi du 4. Tinh j J1 = cos2xdx .
0

Gidi. Ta c6

2 2 :
T eozras = ot vas =3 Fhinsl
0 0 "

. sinx, nfuf0<x<n
Vi Isin x| = . ’
—sinx,néun < x <21
nén
27 T 27
I V1 —cos2xdx = JE J|sinx|dx + j |sinx|dx
0 0 T

e 2n
= \/5 Isinxdx— Isinxde

0 b

= ﬁ[(—cosx)‘g + (cosx)‘in} = 4/2.
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111 - PHUONG PHAP TINH TICH PHAN

1. Phudng phap déi bién sé

Y 1
Cho tich phan 1 =j(2x+1)2dx.
0
1. Tinh I bing cach khai trién (2x+1)%.
2. Dat u=2x+1. Bién d6i biu thitc (2x+1)*>dx thanh g(u)du.
u(l)
3. Tinh I g(u)du va so sanh két qua véi I trong cau 1.
u(0)
Tuong tu phuong phdp déi bién s trong viéc tinh nguyén ham, ta c¢6 dinh Ii
sau day.

DINH Li

fCho ham s6 f{x) lién tuc trén doan [a ; b]. Gia st ham s()'\
x = @(t)c6 dao ham lién tuc trén doan [ ; S 19 sao cho
pl@)=a,p(f)=b va a<pt)<b v6i moi te€la; fl
Khi d6

b B
[rdx = [ flp)e'(dt
- ‘ i /
1
Vi du 5. Tinh j

dx.

1+x

o e - n Z 1
Giai. Diat x = tant, It <X Tace x'(t) = 5
2 2 cos” ¢

Khix=0this=0, khix=1this= %.

Cac gia thi€t ctia dinh 1i trén dugc thoa man. Do d6

| >

T
1
dt 4
dx-f =.[dt=
01+x 1+tant cos“r

(*) Néu S <a,taxétdoan [f; a].
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CHU Y

Trong nhiéu trudng hop ta con sit dung phép déi bién s6 &

dang sau :
b

Cho ham s6 f{x) lién tuc trén doan [a ; b]. Dé ’[l’th.f(X)d_X,
a

doi khi ta chon ham s6 u = u(x) lam bién s6 méi, trong d6 trén

doan [a ; b], u(x) c6 dao ham lién tuc va u(x) €[« ; Sl

Gia st c6 thé viét

J(x) = gu(x)u'(x),x € [a;D],
v6i g(u) lién tuc trén doan [« ; fl.
Khi d6, ta c6

u(b)
ff (dr = | gadu.
a u(a)

2
Vidu 6. Tinh J‘sm xcos xd.x.
0

Gidi. Dat u = sinx. Ta cOu' = cos x.
. . . T . (=«
Kh1x=0th1u(0)=0,kh1x=5thlu(gjzl.

Vay

) 1
sinZx cosxdx = juzdu -~
0 3

O ——)a

Vidu 7. Tinh J.—dx.
0 1+ x )

Gidi. Pat u =1+ x%, tacé u' = 2x, u(0) = 1, u(1) = 2 nén

e

2
de= [ Ldu=-1,
+x) 21u 4 y
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2. Phuong phap tinh tich phan tirng phan

ﬁ 5
a) Hay tinh '[(x+1)exdx b&ng phuong phép tinh nguyén ham tiing phan.
1
b) Tir d6 tinh j (x+1)edr.
0

Tuong tu phuong phap tinh nguyén ham tiing phan, ta cé dinh Ii sau day.
DINH LI

ﬂ\léu u = u(x) va v = v(x) la hai ham s6 c¢6 dao ham lién tum
trén doan [a ; b] thi

b b b

Juteyw'(rydx = @), - [u'Govdx

a a

b b b
hay I udv = uy

- (vdu.

Vidu 8. Tinh | xsin xdx.

S e—a 3

Gidi. Dat u = x vadv = sinxdx, ta ¢6 du = dx va v = —cosx. Do d6
T
2

+ | cosxdx

xsinxdx = (—xcosx)

0

S — a3

S a

T
2
0:0+1:1.

N a

=(—xcosx) 0 + (sin x)

e
Vi du 9. Tfnhj“‘—zxdx.
1 x
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Gidi. Dat u = Inx vadv = izdx, tacod du = ldx vay = —l. Do d6

X X X
€ e € €
ln—zxdx = (—llnxj‘ + I%dx = (—llnx —lj‘
X X 1 | X X x)'1

(1-D-0-p-r-2
e e

BAN CO BIET

NIU-TON (I.NEWTON)

Niu-ton la nha toan hoc, véat Ii hoc, co hoc va thién van hoc
vi dai ngudi Anh.

Sinh ra thi€u thang, Niu-ton la mét dia tré yéu 6t. Lon
Ién Niu-ton ciing khéng phai la mét cau bé khoé manh. Cau
thudng phai tranh nhiing trd choi hi€u déng clia dam ban bé
clng lita tudi. Thay vao d6, cau tu sang ché ra nhiing tro
choi cho riéng minh, qua do6 ciing thdy dudc tai nang thuc
nghiém cla Niu-ton s6m dugc boc 16. Khi thi cau lam ra
nhiing d6 choi co hoc, nhu chiéc déng hé bang gb chay
dugc, khi thi cau sang ché ra chiéc c6i xay gi6, bén trong dé
mot con chudt déng vai trd ngudi thd xay. C6 1an vao ban 1. Newton

dém Niu-ton da tha chiéc diéu mang dén 16ng chiéu sang, (1643 — 1727)
khi€n cho dan lang hoang sg. Va ngay tir lic nho, Niu-ton da rat chiu kh6 doc sach va
ghi chép can than nhiing diéu Ii thi ma cau doc dudc trong sach.

Nam 1661, 18 tudi, Niu-ton vao hoc tai trudng Dai hoc Cam-brit (Cambridge). T d6
Niu-ton thuc su quan tdm dén khoa hoc. Thay day toan cla Niu-ton thifa nhan
cau sinh vién xudt sic da vugt minh va nam 1669 6ng nhudng chiic vu gido su
cho ngudi hoc trd 16i lac 8y. Niu-ton gilr chlfic nay cho d&n nam 1701.

Céng hién 16n lao cta Niu-ton déi véi toan hoc la dong thoi va doc lap véi Lai-bo-nit
(G. Leibniz), 6ng da sang lap ra phép tinh vi phan va tich phan. Ngay tu nhiing nam
1665 — 1666, luc 22, 23 tudi, Niu-ton da xay dung co sé clia phép tinh nay ma
éng goi la "phuong phap théng luong", va 6ng da ap dung phuong phap d6 dé
giai nhiing bai toan vé Co hoc.

Niu-ton va Lai-bo-nit déu phat hién ra mdi lién hé sau sic gilta tich phan va
nguyén ham. Lich s Toan hoc cho thay khai niém tich phan da xuét hién doc lap
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vGi dao ham va nguyén ham. Do d6, viéc thiét lap mai lién hé gitra tich phan véi
nguyén ham la mét phat minh clia Niu-ton va Lai-bo-nit.

Niu-ton da c6 nhitng phat minh co ban vé day vé han. Dac biét, 6ng md réng
dinh 1i, nay goi la "dinh Ii nhi thiic Niu-ton" cho trudng hop sé mi la mot s6 thuc
tuy y.

Niu-ton con c6 nhiing céng hién 16n lao trong céac linh vuc Dai sé, Hinh hoc, Co
hoc va Vat Ili. Ong da phat minh ra dinh luat vi dai vé van vat hap dan.

Bdi tép
Tinh céc tich phan sau :
1 L
2 2
a) [ - x)7dy; b) Isin(——xjdx,
_1 0
2
2 1 2 5
c) | —dx; d) | x(x+D"dx;
) '[x(x +1) ) g ( )
2
T
2 1-3x 2
e) J.—de; g) I sin 3x cos Sxdx.
1 (x+1) -
2 2
Tinh céc tich phéan sau :
T
2 2
a) [ = xldx; b) [sin’xdx;
0 0
In2 2x+1 T
c) j e—+1dx; d) Isin2xcoszxdx.
X
0 © 0



3. Sk dung phuong phép déi bién s6, hdy tinh :

3 2
a) Ix—de (datu =x+1) ;

01+ 02

1
b) j V1-x*dx  (dat x =sin?) ;
0

dx (dat u =1+ xe") ;

5
d) j;dx (a > 0) (dat x = asint).
0

[2_ 2

4. St dung phuong phép tinh tich phan tirng phan, hay tinh :

i
2 e

a) I(x+1)sinxdx; b) J.lenxdx;
0 1
1 1

¢) [In(1 + x)dx; d) [(* —2x = e dx.
0 0

5. Tinh céc tich phan sau :

1 3
a) j(1+3x)2dx; b)
0

x2—1

O |~

3 2
X 1dx; o) J.ln(l-l_x)dx.
2
l .x

1
6. Tinh [x(1 - x)dx bing hai phuong phip :
0

a)Pdéibiens6u=1-x;

b) Tinh tich phan ting phan.

113



UNG DUNG CUA TiCH PHAN

6‘3 TRONG HINH HOC

J

[ - TINH DIEN TICH HINH PHANG

&1
Tinh dién tich hinh thang vuéng dudc gidi han bdi cac dudng thdng y=-2x -1,y =0,
x=1vax=5.

So sanh vdi dién tich hinh thang vuéng trongﬁ1 cla §2.

1. Hinh phang giéi han bdi mét dudng cong va truc hoanh

71 Gia st ham s6 y = f(x) lién tuc, nhan gié tri
khong am trén doan [a ; b]. Ta da biét hinh
thang cong giGi han bdi do thi cta f(x), truc
hoanh va hai duong thang x = a, x = b ¢6
dién tich S dugc tinh theo cong thiic

b
S = j F(x)dx. (1)

Truong hop f(x) < 0 trén doan [a ; b], ta c6
—f(x) = 0 va dién tich hinh thang cong
aABb bang dién tich hinh thang cong
aA'B'b 1a hinh d6i xing cua hinh thang da

Hinh 51 cho qua truc hoanh (H.51). Do dé
b
S = SaABb = Saa'B'b = I(—f (x))dx. (2)
a
Téng quat, dién tich S cta hinh 74
phang gi6i han b&i do thi cla /%@
ham sé f(x) lién tuc, truc hoanh 37
va hai duong thang x = a, x = b
(H.52) duogc tinh theo cong thiic
b o a b ):c
S = [If(oldx. (3) 4
a

Hinh 52
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Vi du 1. Tinh dién tich hinh phing dugc gi6i han bdi d6 thi cia ham s6 y =x°,

truc hoanh va hai dudng thang x = -1, x = 2 (H.53).

Gidi. Ta ¢6 x> <0 trén doan [-1 ; 0] va
x> >0 trén doan [0 ; 2]. Ap dung cong thic

(3),taco:

2 0 2
S = J.|x3|dx: J.(—x3)dx+J.x3dx
-1 -1 0
~ x4‘0 x4‘2 17
S =7

Hinh phang gi6i han bdi hai dudng cong

Cho hai ham s6 y = f;(x) va y = f5(x) lién tuc
trén doan [a ; b] . Goi D la hinh phéng gidi
han bdi do6 thi hai ham s6 d6 va cic duong
thang x = a, x = b (H.54).

Xét truong hop fi(x) = fr(x)
x €la;b]. Goi S,S, la dién tich cua hai

v6i moi

hinh thang cong gi6i han bdi truc hoanh, hai
dudng thang x = a, x = b va cic dudng cong
y =f1(x), y =f>(x) tuong tng. Khi do, dién tich
Scuahinh D la

b
S =5 -5 = [(i(x) =H(0)dx.

y A

Hinh 53

Ny
y=4H)
o
5(’
L .
Hinh 54

Trong trudng hop téng quét, ngudi ta chiing minh dugc cong thic

b
S = [1fix) = fr(x)dx.

CHUY

4)

Khi dp dung cong thic (4), can khtr dau gia tri tuyét d6i cua
ham s6 dudi dau tich phan. Mu6n vay, ta giai phuong trinh
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fi(x) = fo(x) =0 trén doan [a ; b]. Gia st phuong trinh c6 hai
nghiém ¢, d (¢ < d). Khi d6, f;(x) — f,(x) khong d6i dau trén

cic doan [a ; c], [c ; d], [d ; b]. Trén mbi doan d6, chang han
trén doan [a ; c], ta co

[1A@) = fr0]dx =

(x) = fz(X)]dX‘-

Vi du 2. Tinh dién tich hinh phing gi6i han b&i hai duong thang x=0,x ==

va do thi cta hai ham s6 y = cosx, y = sinx (H.55).

yA

Gidi. Dt f,(x) = cosx, fo(x) = sinx. ‘
) || PR

Taco fi(x)— for(x) =0 //« /

< cosx—sinx =0

0

T
& x=— €[0; . Y .
4 = COSx
Vay dién tich ctia hinh phang da cho 1a Hinh 55
K
T
S = j|cosx —sinxldx = j|cosx —sinxldx + j|cosx —sinxldx =
0 0 T
4

Il
O h |3

T
(cosx — sinx)dx| + j(cosx—sinx)dx

T

4

i
) 4
= |(sin x + cos x) )

=2\2.

. T
+ [(sin x + cos x)

L

4

Vi du 3. Tinh dién tich hinh phang gi6i han béi hai duong cong y = ¥ —xva
2

y=x—-x".

Giai. Ta co

A - HE = -0 (=22 =x + 1% —2x.
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Phuong trinh fi(x) — f,(x) = 0 c6 banghiém x; =-2,x, =0, x3 = 1.

Vay dién tich hinh phang di cho la

1

1 0
S = J.|x3 + x2 —2x|dx: J.(x3 +x2 —2x)dx| + I(x3 +x2 —2x)dx‘

-2 -2 0
(x4 O zjo (x4 X zjl 8 5 37
= =+=-x +—+—=—-x =—t+—=—,
43 N ol 3 12 12

II - TINH THE TICH

2
ﬂ Hay nhac lai cong thic tinh thé tich khéi 14ng tru c6 dién tich day bang B va chiéu
cao bang .

1. Thé tich cla vat thé

Cat mot vat thé 0 béi hai mat phing (P) va (Q) vuong géc véi truc Ox 1an luot
tai x = a, x = b (a < b). Mot mat phang tuy y vuong goéc véi Ox tai diém x
(a < x < b) cat0 theo thiét dién ¢6 dién tich 1a S(x) (H.56). Gia st S(x) lién tuc
trén doan [a ; b].

Y ST

|
1S(x)
[}

\wﬁ \
=

Hinh 56

Nguoi ta chitng minh dugc ring thé tich V ctia phin vat thé 0 giéi han boi
hai mat phang (P) va (Q) duogc tinh boi cong thiic :

b
V= j S(x)dx. (5)

a
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Vi du 4. Tinh thé tich khoi lang tru, biét
dién tich ddy bang B va chiéu cao bang h.
Gidi. Chon truc Ox song song vGi dudong
cao cua khoi lang tru, con hai ddy nam
trong hai mat phang vuong géc v6i Ox
taix=0vax=hH.57).

Hién nhién, mot mat phang tuy y vuong goéc
véi truc Ox, cét lang tru theo thiét dién c6
dién tich khong déi S(x) = B (0 < x < h).

Ap dung cong thiic (5), ta c6

h h i
V = [Sdx = [ Bdx = Bx| = Bh.
0 0 Hinh 57

2. Thé tich khdi chép va khéi chép cut 0

a) Cho khoi chép c6 chiéu cao bang h va
dién tich ddy bang B. / o
Chon truc Ox vuoéng géc v6i mat phing () <4y ]
V|
/
/

ddy tai diém I sao cho goc O trung véi
dinh cua khaéi chép va ¢6 huéng xac dinh
bdi vecto OI. Khi d6 OI = h. Mot mat
phing (@) vuong goc v6i Ox tai x
(0 < x < h) cat khai chop theo thiét dién
c6 dién tich 1a S(x) (H.58). Ta c6

> ) .. i

S(x) = B> |
; |
Khi d6, thé tich V ciia khi chop 12 Hinh 58 *
h 2 3\|Ah
V:jBx_dxzﬁ[x_j _Bh
o h B\l3J)lp 3

b) Cho khai chép cut tao bdi khdi chép dinh S ¢6 dién tich hai day 1an luot
12 B, B' va chiéu cao bang h.
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Chon truc Ox trung vGi duong cao cua
khéi chép va goc O trung véi dinh S. I;f'?
Hai mat phang ddy ctia khéi chop cut A
cét Ox tai I va I' (H.59). Dat OI = b, I// i
OI' = a (a < b). Goi V 1a thé tich cta B,"%% r
khoi chép cut. Ta co ’
b 2
V=B dx = iz(b3 ~d’)
b 3b

a

=Bb—a.az+ab+b2.

3 b2
a2
Vi B'=B— vah=b—-anén
b2
h Al Al

111 — THE TICH KHOI TRON XOAY

3
% Nh&c lai khai niém mat tron xoay va khai tron xoay trong hinh hoc.

Nghé nhdn lang gom Bdt Trang
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Bai toan

Gia st mot hinh thang cong gidi han
bdi d6 thi ham s6 y = f(x), truc Ox va
hai dudng thaing x =a vax = b (a < b)
quay xung quanh truc Ox tao thanh
mot khoi tron xoay (H.60). Hay tinh thé
tich V ctia n6.

Gidi. Thiét dién cta khdi tron xoay trén
tao boi mat phang vuong géc véi truc Ox
tai x € [a ; b] 1a hinh tron c6 ban kinh
bang |f(x)|. Do dé, dién tich cta thiét

dien 1a S(x) =nf>(x). Vay theo cong
thic (5) ta co

b
V=n j F2(0)dx. (6)

Vi du 5. Cho hinh phang gi6i han boi
dudong cong y = sinx, truc hoanh va
hai dudng thang x = 0, x = © (H.61).

Tinh thé tich khoi tron xoay thu duogc
khi quay hinh nay xung quanh truc Ox.

Gidi. Ap dung cong thic (6), ta c6

T T
V= n_[sinzxdx = Ej(l — cos2x)dx
0 2 0

n( 1. j nont

=—| X — —sin2x ‘0 =—.

2 2 2

Vi du 6. Tinh thé tich hinh cAu b4n kinh R.
Gidi. Hinh ciu ban kinh R 1a khdi tron
xoay thu duoc khi quay ntra hinh tron

gi6i han bdi duong y=VR® - x?

(=R < x < R) va dudng thang y = 0 xung
quanh truc Ox (H.62).

Hinh 60

; ,

~ -

~

Hinh 61

"’////

n

Hinh 62



Bdi tap
Tinh dién tich hinh phang gidi han bdi cdc dudng :
a)y:xz,y:x+2; b)y=llnxl,y=1; C)y:(x—6)2,y=6x—x2.
Tinh dién tich hinh phang gi6i han béi dudng cong y = 24, ti€p tuyén
voi dudng nay tai diém M(2 ; 5) va truc Oy.

2
Parabol y = % chia hinh tron c6 tam tai goc toa do, ban kinh 22

thanh hai phan. Tim ti s6 dién tich cta chuing.

Tinh thé tich kh6i tron xoay do hinh phang gi6i han bdi cdc dudng sau
quay quanh truc Ox :

a)y=1-x"y=0;
b)y=cosx, y=0,x=0,x=m;

c)y= tanx,y=0,x=0,x=§.

Cho tam gidc vuong OPM c¢6 canh OP nam trén truc Ox. Dat

POM = a, OM = R (OSO{S%,R>OJ.

Goi ' la khoi tron xoay thu dugc khi quay tam
giac d6 xung quanh truc Ox (H.63).

M
a) Tinh thé tich clia Utheo a va R. ’ \
4///% Y

b) Tim « sao cho thé tich cua 16n nhat. of~e Tp >
SN

¥}

VA

Hinh 63
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BAN CO BIE

LICH SU PHEP TINH TiCH PHAN

Phép tinh tich phan da dugc cac nha bac hoc st dung tir true thé ki XVIII. Dén thé
ki XIX, Co-si (Cauchy, 1789 — 1857) va Ri-man (Riemann, 1826 — 1866) m&i xay
dung dudc mét Ii thuyét chinh xac vé tich phan. Li thuyét nay vé sau dudc Lo-be-go
(Lebesgue, 1875 — 1941) va Bang-gioa (Denjoy, 1884 — 1974) hoan thién.

Pé dinh nghia tich phan, cac nha toan hoc & thé ki XVII va XVIIl khéng dung dén
khai niém gi6i han. Thay vao d6, ho néi "téng clia mét sé vé clng 16n nhiing s6
hang vé cuing nhd". Chang han, dién tich clia hinh thang cong la téng clia mot sé
vO cung 16n nhiing dién tich cta nhiing hinh chi nhat v6 ciing nho. Dua trén co sé
nay, Ké-ple (Kepler, 1571 — 1630) da tinh mét cach chinh xac nhiéu dién tich va
thé tI'Ch; Cac nghién cu nay dugc Ca-va-li-o-ri (Cavalierie,1598 — 1647) tiép tuc
phét trién.

Du6i dang tritu tugng, tich phan da dudc Lai-bo-nit dinh nghfa va dua vao ki hiéu . Tén
goi "tich phan" do Bec-nu-li (Jacob Bernoulli, 1654 — 1705), hoc tro cla Lai-bo-nit
dé xuét.

Nhu vay, tich phan da xuat hién doc lap véi dao ham va nguyén ham. Do dé, viéc
thiét lap lién hé gitra tich phan va nguyén ham la mét phat minh vi dai cla Niu-tan
va Lai-bo-nit.

Khai niém hién dai vé tich phan, xem nhu gi6i han cla cac téng tich phan, la cla
Cb-si va Ri-man.

N

BAI POC THEM

TINH DIEN TiCH BANG GISI HAN

1. Tinh dién tich hinh thang cong

Xét hinh thang cong gidi han bdi cac dudng x =a, x=b (a < b), y =0 va y = f(x),
trong d6 f(x) 1& ham sé lién tuc, khdng am trén doan [a ; b].

Dé xac dinh dién tich cGa hinh thang cong trén. Ta dung phép chia nhd, xap xi
bdi mot hinh bac thang va chuyén qua gidi han.

Ta chia doan [« ; b] thanh n phan tuy y bdi cac diém Xps X{» - X, 880 ChO

a=x0<xl<...<xn=b.



T cac diém chia, vé cac dudng thAng song song véi truc Oy, tudng (ing chia hinh
thang cong thanh » hinh thang cong nho (H.64a).

71 = ()

=
&
=

w
> K

%

2z
7z

727
72727
.

.
/% %/%;

2545224 , 7
o0 x0=a§f1xzflgl_xf xn—lab—xn X il él‘)Cl
a) b)
Hinh 64

Tai mbi hinh thang cong x,_A;B:x;, ta dung moét hinh chr nhat c6 day 1a doan

[x._,;x] va chiéu cao bang f(&) véi & ldy tuy y trén doan [x,_;:x;] (H.64b).
Hinh ch@ nhat nhan dugc x,_M;N,x; co dién tich bang

f(é:l )(Xi _Xi—l)'
S6 nay xap xi dién tich hinh thang cong x, ;AB.x; .

Ki hiéu S |a dién tich hinh thang cong aABb can tim, ta c6
S f(E)0x —x0)+ [(8)( — X))+ + f(E,)(x, —x,_),

hay S~ Zf(gl)(xl _xi—l)' (1)
i=1

Xdp xi nay cang chinh xac néu tat c& cac hiéu s6 x, —x,_; cang nhd. Su kién nay goi y
cho ta vé phép chuyén qua gidi han khi max (x, —x,_,) déan t6i 0 dé thu dugc dién tich

1<i<n
hinh thang cong aABb.
Xét
n
lim " f(E)(x; —x,_;) Khi 1r<rll;1<><’1(xi -x, ) —>0. (2)

i=1
Ngudi ta chitng minh dudc rang néu f(x) lién tuc trén doan [a ; b] thi gidi han (2)
luén tén tai khdng phu thudc cach chia doan [a ; b] va cach Iay diém &elx s xl,

i=1,2,..,n Ta coi gi6i han 8y la dién tich cla hinh thang cong d4 cho.
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n
Vay S= lime(fi)(xi —x;_;) khi max (x; —x; ;) —>0. (3)
; 1<i<n
i=l1
b
Gidi han nay chinh la j F(x)dx.
a
2. Ap dung
Nhd gidi han dang (3), ta c6 thé tinh dugdc dién tich mot s& hinh phéng.
Vi du 1. Tinh dién tich hinh thang cong y ,
giGi han béi cac dudng
y:x2,y=0,x=0véx= 1.
Gidi. Ta tién hanh theo phuong phép trén
nhung chia doan [a ; b] thanh n phan bang
nhau, tic la do dai cac doan [x,_;;x] A

bang L piégm & dugc chon 1a mat trai
n

A
I

Q
cta doan [x,_;;x], & =x,_,. Khidé ?

3

)
=
<)
=
=
)
Il
"
3
=

N
f(é,-)=(i) Li=1,2, .., n(H.65).
n
Ta lap téng dang (1)

n 2 2
Ssz(fi)(xi_xi—l):%{(l) *(Ej "
i=l1

n n

Hinh 65

(n—ljﬂ
+ —_—
n
1 5 7. nn—-1)2n-1)
:n—3(1+2 +..+(n-1) ):T

_ (n-1D2n-1)
61> .

Vay 5= lim > (&) —x )= lim UTPCID 1
1

n—>+e0 = n—>+00 6112 3

(vi chia déu doan [a ; b] nén 1n<1_eix(xl. —X_) > 05 n—+o).
sisn

Vi du 2. Tinh dién tich hinh tron ban kinh R.

Giai. Vi dién tich hinh tron khéng phu thudc vi tri cla né trong mat phang Oxy
nén dé xac dinh, ta gid st tam hinh tron tring véi géc toa do. Hinh tron déi xiing
qua tam, nén ta chi can tinh dién tich cla phan nam & géc phan tu thi nhat cta
mat phang toa do.

Hinh tron dugc giGi han bdi dudng tron cb phuong trinh la X +y2 =R’. Ta c6 thé
viét phuang trinh nay & dang tham sé

x=Rcost, y=Rsint, 0<t<2m.



Ta tinh dién tich phan tu hinh tron dudc gidi han bdi cung tron x = Rcost, y = Rsint
(Ogtsgj va hai truc toa @ x=0va y=0.

Ta chia doan [0 ; R] trén truc hoanh

N ) y A
thanh n phan bdi cac diém x; (i=0, ..., n)

e . Myl M
sao cho cac diém M; (i=0, ..., n) tuong

(mg chia cung tron thanh » phan bang Vi \

nhau. Khi dé, s6 do cac cung nho
déu bang 21 biém ¢ dugc chon
n

tring v6i x, (mut phai doan [x; ;: x.1)

/
(H.66). Ta c6 Y, Z
=

X. = Rcos(ﬁ—ii)
! 2 2n

(i=1,2,..,n). 0 X1 X xy=R X
. T .7
yi:Rsm(——l—j

2n
Xy = 0, Yo = R.
Lap téng dang (1), ta dudc

fZ:: FENE —x,_) = zn:RZ sin (g— izl){cos(g— 2lj —Cos(g— (i- 1)%)}

i=1 n "

n
=2R*>Y sin(n—i l.sin 2n—-2i+1 i. sini
igll ( )Zn ( )411 4n

=2R%sin I {sin(n - l)i. sin(2n — l)l +
4n 2n 4n

+ sin(n — 2)lsin(2n - 3)l +...+ sinlsinS—n}
2n 4n 2n  4n

e sini{(cos1 —cos(4n-3) l) + (cos I cos(4n—17) l) +
4n 4n 4n 4n

4n
e T
+..+ (cos— —Cos S—H
4n 4n

e COSl.(l’l - 1)sinl—
4n 4n

—R? sinl{0055i+ C0S91+ ...+cos(4n —3)i}.
4n 4n 4n 4n

Vi cos5x+cos9x +...+cos(4n—3)x = sin(dn = Dx —sin 3¢

2sin2x
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nén téng trén viét thanh

n 5 . o 5 sin(4n —1)4l—sinz—7t
gf(é )X =) cos (n—1)sin ” sin =
i=1 2sin—
n
x . sin(4n—1)£—sin3—n
= R? cos—.(n—1)sin— — R>. n an
4n 4n 4 T
cos—
4n

Chuyén qua gidi han dang thiic trén khi n — +o0 (Vi max(x, —x, ) =0 < n—> +0),

1<i<n
ta dugc
n
S= lim )X — X, =
ngﬂéx, i)
. W . T . 3n
- 1 sm4— 251n(4n—1)4——sm4— R2
= lim R2cos—.—(1——j n_R n n= .
Nn—>+00 n 4 n) T 4cosl 4
4n 4n

Vay dién tich hinh tron bang nR>.

On tép chuong llI

a) Phat biéu dinh nghia nguyén ham ctia ham s6 f(x) trén mot khoang.
b) Néu phuong phap tinh nguyén ham titng phan. Cho vi du minh hoa.
a) Phat biéu dinh nghia tich phan ctia ham s6 f(x) trén mot doan.

b) Néu cac tinh chat cta tich phan. Cho vi du minh hoa.

Tim nguyén ham cua cdc ham s6 sau :

a) f(x) = (x — (1 = 2x)(1 = 3x) ; b) f(x) = sin4xcos>2x ;
1 X

) f) = — ; d) f) = (" =1,

1—x

Tinh :

. (x +1)%
2 d b) [~2=2 dy;
a) I( X)sin xi )I \/}



o]

d)J' 5

et + 1 (sinx + cosx)

1
) [—— —dx; ) [—————dx
i ¢ J(1+x>(2—x)
5. Tinh:
3
X 1+\/7
2) dx b)
£V1+x J.
2 T
) j 2 ¥dx; d) j J1 + sin2x dx;
0 0
6. Tinh:
n
2 1
a) I0052xsin2xdx; b) J.|2x —2_x|dx;
O —
2
) (x+1)(x+22)(x+3)dx; d)j : ax:
1 X 0 X —-2x-3
n
2 b
e) j (sinx + cos x)2dx ; ) j(x+sinx)2dx.
0 0

7. Xét hinh phang D gi6i han boéi y = 2V1 - x> va y =2(1-x).
a) Tinh dién tich hinh D.
b) Quay hinh D xung quanh truc Ox. Tinh thé tich khdi tron xoay ducgc

tao thanh.
Bai tap trdc nghiém
dx .
1. Tinh ,kétquala:
J.\ll - X 1

C 2

(A) ; B)CVl—x; (C) 2V1—-x+C; (D) + C.

V1-x vlI-x
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2. Tinh| Ve 102 4 ket qu sai Ta

Jx
(A) 293+ 4 . (B) 2(2\/;—1)+C;
© 2(2\/;+1)+C; (D) 2\/;+C.

3. Tich phan jcoszxsinxdx bang :
0
2 2 3

A) ——; B) —; C —; D) 0.
(A) 3 ( )3, ( )2, (D)

s T

2 2
4. Cho hai tich phan Isinzxdx Vﬁjcoszxdx, hdy chi ra khang dinh ding :

0 0
T i T T
2 2 2 2
(A) Isinzxdx > Icoszxdx; (B) Isinzxdx < jcoszxdx;
0 0 0 0
T T
2 2
© J.sinzxdx = J.coszxdx; (D) Khong so sdanh duoc.
0 0

5. Dién tich hinh phing gi6i han béi cdc dudng cong

) y=xviy=x béng :

1
(A)O; (B) -4 © rE (D) 2.

b) y=x+sinxva y=x (0<x<2n) bang:
(A) -4 (B)4; ©0; (D) L.

6. Cho hinh phang gi6i han béi cdc duong y = Jx va Yy = X quay xung
quanh truc Ox. Thé tich ctia khéi tron xoay tao thanh bing :

(A)O; (B) -7 ; ©) n; (D) g
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s® PHUC

1. Soi

Ta da bi€t cac phuong trinh bac hai véi biét s6 am khong cé nghiém thuc.
Phuong trinh bac hai don gian nhat khong c6 nghiém thuc la phuong trinh

x2+1=O.

V6i mong muén md rong tap hop so thuc dé moi phuong trinh bac n déu c6
nghiém, nguoi ta dua ra mot s6 mdéi, ki hiéu la i va coi né 1a nghiém cua
phuong trinh trén. Nhu vay

iz = 1.

2. Pinh nghia sd phtrc

MB&i biéu thic dang a + bi, trong d6 a, b € R, i> = -1 dugc
goi 1a mot so phirc.

D6i v6i s6 phifc z = a + bi, ta néi a la phan thue, b 1a phan
ao cua z.

Tap hop cac so phuc ki hiéu la C.
Vidu 1. Cac s6 sau la nhiing s6 phtc :
2+ 5i; —J2+3i ; 1+(=3)i (con viet 1a 1-3i); 1++/3i (con viét 1a

1+i\/§).
1

2 gTim phan thuc va phan &o clia cac s6 phic sau : —3+5i, 4—iv2, 0+mi, 1+ 0i.

3. So phtrc bang nhau

Hai s6 phic 1a bang nhau néu phin thuc va phan do cua
chiing tuwong (ing bang nhau.

a+bi=c+di=a=cvab=d.
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Vidu 2. Tim cac s6 thuc x va y, biét
Rx+D+By-2)i=(x+2)+(y+4)
Gidi. Tix dinh nghia clia hai s6 phiic bang nhau, ta c6
2x+1=x+2valdy—-2=y+4.
Vayx=1vay=3.
CHUY

* Moi s6 thuc a duogc coi 1a mot s6 phiic v6i phan o bang 0

a=a+0i

Nhu vay, méi so thuc ciing la mot s6 phiic. Tacé R < C.

* S6 phic 0 + bi dugc goi 1a so thuan ao va viét don gian la bi

bi =0 + bi.
Dac biét i=0+1i.
S6 i duoc goi la don vi ao.

2
o s S LR <1
Viét sé phic z cb phan thuc bang > phan ao bang EERERT
~ = g bl ___ ,M
Biéu dién hinh hoc sé phurc i
Nhu trén da thdy, moi s6 phiic z = a + bi hoan ! >
toan duoc xac dinh bdi cap so thuc (a ; b). 0 “ *
Duj,m M,(a ;,b) t{ong 3mc_)t hé toa'd(;) Hinh 67
vuong goc cua mat phang duoc goi la
R R X ~ , . A
diem biéu dién s6 phic z = a + bi Y
(H.67). 3D
, A
Vidu 3. (H.68) 2ymmmmmmeee '
Diém A biéu dién s6 phic 3 + 2i ; 1 ,
biém B bi€u dién so6 phic 2 — 3i ; S5 o1 o] 2§ : -
Piém C biéu dién s6 phic -3 — 2i ; i -1 :
Diém D biéu dién s6 phic 3i. T 2
~3{-—-----'B
Hinh 68
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3
ﬁa) Biéu dién trén méat phéng toa d6 cac sé phic sau : 3 — 2i, —4i, 3.
b) Cac diém biéu dién s6 thuc, s6 thuadn 4o ndm & dau trén mat phang toa do ?

5. Modun ctia sé phirc

Gia str s0 phiic z = a + bi dugc biéu dién boi diém 4
M(a ; b) trén mat phang toa do (H.69).
Do dai cua vecto oM duoc goi la bleoeo . M
modun cta s6 phiic z va ki hiéu 12 Iz1. |
Vay i
|z| = |OW| hay la + bil = |0—M| o ¢ g
Dé thay la + bil =a* + b*. Hinh 69
Vidu4
3 -2 = 3% +(-2)* =13 ;
1+ i3 = 1+ (3)? =2.
4
Sé phiic nao c6 médun bang 0 ?
6. S& phurc lién hgp
ﬂs
Biéu dién cac cap s6 phUc sau trén mat phang toa dd va néu nhan xét :
a)2+3i va 2-3i ;
b) -2+3i va —2-3i.
Cho s6 phic z=a+bi. Ta goi 4
a — bi 1a s6 phic lién hop cia z va
L. « _ . : ) z=a+ bi
ki hiéula z = a — bi. i
Vidus |
z=-3+2i; z =-3-2i; 0 la X
z=4-3i; 7 =4+3i !
—bl---------3 *T=q—bi

Trén mat phing toa do, ciac diém biéu dién :z
va z doi xting v6i nhau qua truc Ox (H.70).
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6

Choz=3-2;.

a) Hay tinh z va z. Néu nhan xét.
b) Tinh [zl va |z]. Néu nhan xét.

Tur dinh nghia ta c6 :

CAC-DPA-NO (G.CARDANO)

Cac-da-no la mot nha bac hoc ngudi I-ta-li-a. Ong sinh n&m
1501, dat hoc vi tién si y khoa nam 1526, nhung khéng
dugc hanh nghé y ma trd thanh thay giao day toan. Ong
c6 trén 200 cong trinh vé cac linh vuc Toan hoc, Y hoc,
Triét hoc, Thién van hoc, Am nhac va Than hoc. Nam
1545 6ng xuat ban quyén sach "Nghé thuat 16n cula
phép gidi cac phuong trinh dai s6". Trong cudn sach
nay, 6ng trinh bay cach gidi phuong trinh bac ba, bac
bén va dé cap t6i can bac hai clia s6 am. C6 thé néi su
nghién clru sé phic khdi ngudn tir céng trinh nay.

Bai tap
Tim phan thyuc va phan 4o cua s6 phic z, biét :
a) z=1-mi; b) z=+2-1i;
) z=22; d) z = -7i.

Tim cac so thuc x va y, biét :
a) Bx—-2)+Ry+Di=x+1)—-(y—-95)i;

b) (1-2x) — i3 =5 + (1 - 3y)i;

) 2x+ )+ QRy—x)i=x-2y+3)+(y+2x+ 1.

G. Cardano
(1501 — 1576)
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3. Trén mat phang toa do, tim tap hgp diém biéu dién cdc s6 phiic z thod man
diéu kién :
a) Phan thuc clia z bing -2 ;
b) Phén 4o cua z bang 3 ;
¢) Phan thuc cua z thuoc khoang (-1 ; 2) ;
d) Phan 4o cua z thudc doan [1 ; 3] ;
e) Phan thuc va phan 4o cta z déu thuoc doan [-2 ; 2].

4. Tinhlz| véi:

a) z=-2+iV3; b) z =2 -3i;
c) z =-5; d) z = iV3.
5. Trén mat phing toa do, tim tap hop diém biéu dién cic s6 phic z thod min
diéu kién :
a) |zl = 1; b) lzl < 1;
o) 1<lzd<2; d) |zl = 1va phdn 4o cha z bing 1.

6. Tim z, biét:

a) z=1-iv2: b) z = —/2 +i3;

c)z=15; d) z="17i.

92 CONG, TRU VA NHAN SO PHUC

1. Phép cong va phép trur

o
] N\ Theo quy tac cong, trir da thic (coi i 1a bién), hay tinh :
B+2)+(5+38i);

(T+50)—-(4+3i0) .

Phép cong va phép trir hai s6 phiic dugc thuc hién theo quy tac
cong, tru da thic.
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Vidul
G+20)+@B+7)=0B+3)+2+T7)i=8+9i ;

1+6i)—4+3)=1-4)+(6—-3)i =-3+3i.
Téng quat

(a+b)+(c+di)=(a+c)+b+d);
(a+bi)y—(c+di)y=(a—c)+ (b-d).

2. Phép nhan

2
%Theo quy tac nhan da thic véi cha y i2 =1, hay tinh (3+2i)(2 +3i).
Phép nhan hai s6 phiic duoc thuc hién theo quy tac nhan da
thic roi thay i?=-1 trong két qua nhan dugc.
Vidu 2
G+2)4+30) = 20 + 15i + 8i + 6i% = (20 -6) + (15 + 8)i =14 + 23i;
(2 =3i)(6 + 4i) = 12+8i —18i —12i%> =12+ 8 — 18i + 12
=(12+12) + (@8 - 18)i =24 -10i.
Téng quat
(a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi* = ac + adi + bei - bd.

Vay

(a + bi)(c +di) = (ac — bd) + (ad + bco)i.

CHUY
Phép cong va phép nhan cdc s6 phtc c6 tat ca cdc tinh chat
cua phép cong va phép nhan cac so thuc.

3
ﬁ Hay néu cac tinh chat clia phép cong va phép nhan sé phec.

Bdi tap
1. Thuc hién cac phép tinh sau :
a) 3-5)+Q2+4); b) (-2 -3i) + (-1 =7i);
c) 4+3)-(5-T0); d) (2-3i) - (5 - 4i).
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Tinh a + B, aa — B v6i:

a) a=3=2i; b) a =1-2i, f =6i;
c)a=>5,p0=-7; d) a=15 =4-2i.
Thuc hién céc phép tinh sau :

a) 3-21)(2-30); b) (-1+)3+7i);
c) 5(4 +3i) ; d) (-2 - 5i).4i.

Tinh 3, i*, i°.

Néu céch tinh ;" véi n 12 mot s6 tu nhién tuy y.

Tinh :

a) 2+ 30 ; b) (2 + 3i)".

J

1.

g
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6‘3 PHEP CHIA SO PHUC

Téng va tich cua hai sé phirc lién hop

1
Cho z =2+ 3i. Hay tinh z+Z va zZz. Néu nhan xét.

Cho sO phiic z =a + bi. Tacod:
z+7z =(a+bi)+ (a—-bi)=2a ;
27 = (a + bi)a - bi) = a® — (bi)> = a® + b =
e Téng ciia mot s6 phiic voi s6 phiic lién hop cua né bdang hai
ldn phadn thuc cia s phiic dé.
e Tich ciia mot s6 phitc voi s6 phiic lién hop ciia né bang binh

phuong médun cua so phiic do.

Vay téng va tich ctia hai s6 phtic lién hop 1a mot so thuc.



2. Phép chia hai sd phirc

Chia s0 phtc ¢ + di cho s6 phtic a + bi khac 0 la tim s6 phic z sao cho
¢ + di = (a + bi)z. SO phtic z dugc goi la thuong trong phép chia ¢ + di cho
a + bi va ki hiéu la

c+di
z = .
a+ bi
Vi du 1. Thuc hién phép chia 4 + 2icho 1 +i.

4 + 2

1+

Gidi. Gia st z =

Theo dinh nghia, ta c6 (1 + i)z =4 + 2i.

Nhan ca hai vé& v6i s6 phic lién hop ctia 1 + i, ta dugc
(IT=-D+Dz=(1 -4+ 20)

suy ra 22=6-12i
hay 221(6—21'):3—1'.
2
Vay s 2.l =3-1
1+
2 L e c+di . - , . 1 )
Tong quat, gia su z = b Theo dinh nghia phép chia s6 phtic, ta co
a + bi

(a+bi)z=c+di.
Nhan ca hai vé&€ véi s6 phic lién hop clia a + bi, ta dugc
(a = bi) (a + bi)z = (a - bi)(c + di)
hay

(a* + bz = (ac + bd) + (ad — bo)i.

Nhan ca hai v€ véi so thuc ta duoc

a2 +b2

z =

R [(ac + bd) + (ad - bc)i].
a” +

c+di ac+bd ad-bc .

= i
a+bi g 4+p> @+ b?
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CHUY
c+di

Trong thuc hanh, d€ tinh thuong e ta nhan ca tir va mau véi
a+ bi

sO phtc lién hop cua a + bi.

Vi du 2. Thuc hién phép chia 3 + 2i cho 2 + 3i.

Giai
3+2i  3+2)(2-3i) 12—5i_2_il,
2+3i (2+3)2-30) 13 13 13°
2
Thuc hién cac phép chia sau : 1+i. ; 6+.3i.
2-3i 5i
B&i t&p
1. Thuc hién cac phép chia sau :
2 +i 1+iN2 5i 5-2
a) —— b ; ) —— 3 d) ——
32 2+i3 2 -3 i

2. Tim nghich dao 1 cta so phic z, biét :
z
a)z=1+2i; bz=V2-3i; c¢)z=i; d)z=5+iV3.
3. Thuc hién cdc phép tinh sau :

1+

a) 2i3+ )2 + 4i) ; b) ————;
-2+

) 342 +(6+D)5+i): dy 434204
3+ 6i

4. Giai cac phuong trinh sau :

a) 3-20)z+@+5)=7+3i; b) 1+3D)z2—-R2+5)=Q2+1i)z;
z : .
c) -+ (2-3))=5-2i.
4 —3i
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PHUGONG TRiNH BAC HAI VOI
&'/, HE sO THUC
J

1. Can bac hai cla sd thuc am

ﬁThé’ nao la can bac hai cla so6 thuc duong a ?
Tuong tu can bac hai cia mot s6 thuc duong, tir dang thiic > =-1,tanéiila
mot can bac hai cta —1 ; —i cling 1a mét can bac hai cta —1, vi (—i)2 =-1.Tu
do, ta x4c dinh dugc can bac hai clia c4c s6 thuc am, chang han :
Can bac hai clia =2 1a £iv/2, vi (£ iv2)? = -2 ;
Can bac hai ctia =3 1a +iv/3, vi (+iv3)? = -3 ;
Can bac hai clia —4 1a + 27, vi (£ 2i)> = —4.

Téng quat, cdc can bac hai clia s6 thuc ¢ am 1a + i, |a| .
2. Phuong trinh bac hai véi hé sé thuc

Cho phuong trinh bac hai ax® +bx +c =0 véi a,b,c eR,a=0. Xét biét
s6 A = b — 4dac cla phuong trinh. Ta thay :

* Khi A =0, phuong trinh ¢6 mot nghiém thuc x :—zi;
a

« Khi A >0, ¢6 hai can bac hai (thuc) clia A 13 ++/A va phuong trinh c6
hai nghiém thuc phéan biét, dugc xac dinh badi cong thiic
—h+A

2a

* Khi A <0 phuong trinh khong c6 nghiém thuc vi khong ton tai can bac
hai thuc cuaA.

X2 =
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Tuy nhién, trong truong hgp A < 0, néu xét trong tap hop s6 phic, ta van

¢6 hai can bac hai thuén 4o ctia A 1a + i,J|A| . Khi d6, phuong trinh ¢6 hai

nghiém phiic dugc xac dinh boi cong thiic

—b + iJ|A|

X =
1,2 2a

Vi du. Giai phuong trinh x> +x+1=0 trén tap hop so phiic.

Tacd A =1 -4 =-3. Vay phuong trinh da cho c6 hai nghiém phtc la
1403

X2 = >

NHAN XET
Trén tap hop s6 phic, moi phuong trinh bac hai déu c6 hai

nghiém (khong nhét thiét phan biét).

Téng quét, ngudi ta di chiing minh dugc ring moi phuong
trinhbacn (n > 1)

apx" + alx”_l +..+a,_1x +a,=0,

trong d6 ag, ay, ..., a,€ C, ay # 0 déu c6 n nghiém phiic
(cac nghiém khong nhat thiét phan biét).
D6 1a dinh 1i co ban ctia Pai s6 hoc.

Bai tap
Tim cac can bac hai phic cta cic s6 sau : =7 ; -8 ; —12; =20 ; —121.
Giai cac phuong trinh sau trén tap hgp s6 phic :
a) 322 +2:-1=0: b)722+32+42=0: «¢)52—-7z+11=0.
Giai cac phuong trinh sau trén tap hgp s6 phic :
a)z*+22-6=0; b) z* + 722 +10 = 0.
Choa, b, c eR, a#0, 7, z,1a hai nghiém cta phuong trinh a22 +bz+c=0.
Hay tinh z; + z; va z;.z, theo cic hé¢ s6 a, b, c.

Cho z = a + bi 1a mdt s6 phic. Hay tim mot phuong trinh bac hai v6i hé so
thuc nhan z va z lam nghiém.



N

BAI POC THEM

PHUONG TRINH DAI SO

Phuong trinh dai s6 la phuong trinh dang
aox" +a1x”_1 +o.ta, x+a, =0,

trong d6 n 1a mot s6 nguyén duong ; ;. a;. ..., a,la cac sé da cho va dugdc goi la
cac hé sé cla phuong trinh, x 1a 4n s6. N&u a, #0 thi n la bac ctia phuong trinh.
Viéc nghién clu su tén tai nghiém cua phuong trinh dai s6 va tim céng thie tinh
nghiém cla né da thu hat céng slc clia nhiéu nha toan hoc, trong nhiéu thé k|
Chinh tur nhiing nghién ctu d6 da ra doi nganh bai s0 va thic day su phat trién
clia nhiéu linh vuc toan hoc khac.

T 2000 n&m trudc Cong nguyén, ngudi Ai Cap va ngudi Babilon c8 da biét gidi cac
phuong trinh béac nhat va mot sé trudng hop riéng clia cac phuong trinh bac hai
va bac ba.

Li thuyét giai phuong trinh bac hai dugc trinh bay 1an dau tién trong cudn sach "S6
hoc" c‘&a Di-6-phang (Diophantus), nha bac hoc c6 Hi Lap thé ki lll. Can chu y rang
van dé c6 nghiém cla phuong trinh dai s6 luén gan véi su mé réng cac tap hgp s6.
Chéang han, phuong trinh x + 3 = 0 khéng c6 nghiém trong tap hop s& tu nhién N,

nhung c6 nghiém trong tap hop cac sé nguyén Z. Phuong trinh 3x + 2 = 0 khéng
c6 nghiém trong tap hop cac s6é nguyén Z, nhung cb nghiém trong tap hgp cac sé
hitu ti Q.

Téng quat, trén tap hdp cac sd hiu ti Q, moi phuong trinh bac nhat déu co6
nghiém. Nh& viéc md rong tir tap hop cac s6 hitu ti Q sang tap hop cac s6 thuc R,

mot 16p cac phuong trinh bac hai dang ax? + bx+c¢ =0 véi biét s6 A =5b? —4ac>0
c6 nghiém.
Cong thirc xac dinh nghiém cda phuadng trinh bac hai
—b+A
X =
2a
da dudc biét tir thé ki th( VI va diéu dé thac day cac nha toan hoc di tim cong
thirc tinh nghiém cla cac phuong trinh bac ba, bac bon,... Tuy nhién, phai mugi
thé ki sau (th& ki XVI), céng thirc tinh nghiém cla phuong trinh bac ba va thuéat
toan giai phuong trinh bac bén méi dude cac nha toan hoc I-ta-li-a tim ra.

Nghiém cla phuong trinh bac ba
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o+ px+q=0 ()
dudc cho bdi cong thiic sau (thudng goi la céng thiic Cac-da-no) :

2 3 2 3
x:%/_ﬂJr 4 ,pP +§/_1_ 4 ,P
2 4 27 2 4 27
Cac-da-n6 da cong bs cong thiic nay nam 1545, trong quyén sach "Nghé thuat
I6n clia phép giai cac phuang trinh dai s6".

2 3
L& tu nhién, ta coi bidu thdc trén c6 nghia khi dai lugng A ="T+I2’—7 la khong am.

Pai luong A ciing dudc goi la biét s cla phuong trinh (*). Tuy nhién, dé chi ra
nhiing phuong trinh bac ba v&i biét s6 A < 0, ma van cé nghiém thuc. Chéng han,
xét phuong trinh

X —7x+6=0.
Phuong trinh nay c6 ba nghiém la -3, 1, 2 nhung biét s6

2 3
A:6_+ﬂ: @<0

4 27 27

Diéu d6 dan dén viéc thira nhan rang biéu thic

l& c6 nghia va céac gia tri cla n6é 1a -3, 1, 2, mac du biéu thic nay chira cin bac
hai cla mot s6 thuc am.

Nhu ching ta da thay, su thira nhan c6 cac can bac hai cla sé thuc am, bat dau
tir viec dat i =~/~1 da d&n dén su ra di cla tap hop cac sé phc.

DPéng thoi v6i viéc sang tao ra cac sé phiic, ngudi ta chiig minh dugc rang moi
phuong trinh dai s6 bac n (n > 1) vGi hé s6 phic déu cé6 n nghiém phlc (cac
nghiém khong nhat thiét phan biét).

Nhu vay, viéc md rédng cac tap hop s6 gan véi van dé c6 nghiém clia cac phuong
trinh dai s6 da ding lai & tap hop cac so phdc.

Tuy nhién, cac nha toan hoc van theo dudi bai toan tim cong thiic nghiém dudi
dang biéu thiic chira can thic cho cac phuong trinh bac 16n hon hoac bang 5.

Gan 300 nam sau khi tim ra cong thirc Cac-da-nd, nam 1826, A-ben (Abel), nha toan
hoc Na Uy da chiing minh dudc rang khéng c6 mét cong thiic nghiém nhu vay cho
cac phuong trinh bac 16n hon hodc bang nam véi hé s6 bang chit. Hon nita, nha toan
hoc Phap Ga-loa (Galois), nam 1830 con gidi dugc tron ven bai toan : "Trong nhiing
diéu kién nao, mét phuong trinh dai sé gidi dudc béng can thic ?". Cong trinh thién
tai cla Ga-loa dat nén méng cho su phat trién clia Dai s6 hién dai.



On tép chuong IV

Thé nao la phan thuc, phan 40, médun cua mot s6 phic ?

Viét cong thiic tinh modun clia mot s6 phiic theo phan thuc va phan ao ctia no.
Tim moi lién hé gitta khai niém modun va khai niém gia tri tuyét doi cla
mot so thuc.

Neéu dinh nghia s phitc lién hop clia s6 phiic z. S6 phiic nao biang s6 phic
lién hop clia n6 ?

S6 phtic thoa man diéu kién nao thi ¢6 diém biéu dién & phan gach chéo
trong cdc hinh 71 a, b, ¢) ?
y A VA vA

N
ol 1 x ! P _2té272 x

a) b) c)
Hinh 71

Trén mat phing toa do, tim tap hop diém biéu dién cdc s6 phiic z thoa man
diéu kién :

a) Phan thuc clia z bang 1 ;

b) Phan 4o cua z bang -2 ;

¢) Phan thuc cua z thuoc doan [—1 ; 2], phan ao cua z thudc doan [0 ; 1] ;

d) |2l < 2.
Tim céc so thuc x, y sao cho :
a) 3x+yi =2y +1+Q2—-x)i ; b) 2x+y—-1=(x+2y-95).

Chiing t6 rdng v6i moi sO phiic z, ta luon ¢6 phan thuc va phan do cua z
khong vugt qua modun cua no.

Thuc hién céc phép tinh sau :

a) B+20)[Q2—i)+(3-2)]; b)(4_3,-)+;+i.;
N2 (1) 3+i 4-3i
oG Do T
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10.

11.
12.
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Giai cac phuong trinh sau trén tap so phic :

a) B+4i)z+(1-3))=2+5i; b) (4 + 7i)z — (5 — 2i) = 6iz.
Giai cac phuong trinh sau trén tap so phic :
a) 322 +72+8=0; b z*-8=0; c) 2t -1=0.

Tim hai so phiic, bi€t téng cuia ching bing 3 va tich clia ching bing 4.
Cho hai s6 phiic zj, z, . Biét ring z; + z, va zjz, 1a hai s6 thuc. Ching t0
rang zj, z, 1a hai nghiém ctia mot phuong trinh bac hai véi hé s thuc.

Bai tap trdc nghiém

S6 nao trong cac soO sau la so thuc ?

(A) (V3 +2i) = (/3 - 2i); (B) (2 +iN/5) + (2 - iN5);
V2 +i

V2-i

©) (+iV3)?; (D)

S6 nao trong cac so sau 1a s6 thuan ao ?

(A2 +3i) + (2 = 30) ; (B) (V2 +3i).(v2 = 3i) ;
542

©) @+2 ; (D22
2-3;

Dang thitc ndo trong cdc dang thic sau 1a ding ?

Dang thiic ndo trong cdc dang thic sau 12 ding ?

A) (1+)8 =-16 ; B) (1+)® =16 ;

©) 1 +i)® =16; D)1+ =-16i.

Biét rang nghich dao clia s6 phic z bang s6 phiic lién hgp clia no, trong cac
két luan sau, k&t luan nao la ding ?

(A)zeR; @B lzZ=1; (C)zlamots6thudnao; (D) |z]=-1.
Trong cac két luan sau, két luan nao 1a sai ?

(A) Modun ctia s6 phic z 1a mot s6 thuc ;

(B) Modun cua s6 phiic z 1a mot so phic ;

(C) Modun ctia s6 phiic z 1a mot s6 thuc duong ;

(D) Modun cua s6 phiic z 1a mot s6 thuc khong am.



ON TAP CUOI NAM

| — Cau hdi

1.

NS0 e

10.

Dinh nghia su don diéu (dong bié€n, nghich bié€n) cia mot ham sd trén
mot khoang.

Phét biéu cdc diéu kién can va di d€ ham s6 f{x) don diéu trén mot khoang.
Phét biéu cac diéu kién di dé ham s6 f{x) c6 cuc tri (cuc dai, cuc tiéu) tai
diém x,.

Néu so d6 khao sat su bién thién va vé do6 thi ctia ham so.

Néu dinh nghia va cac tinh chat co ban cua logarit.

Phat biéu céc dinh Ii vé quy téc tinh logarit, cong thic d6i co s cha logarit.
Neéu tinh chét cia ham s6 mi, ham s6 logarit, moi lién hé gitta do thi céc
ham s6 mil va ham s6 logarit cung co s6.

Néu dinh nghia va cdc phuong phép tinh nguyén ham.

Néu dinh nghia va cac phuong phép tinh tich phan.

Nhic lai cac dinh nghia s6 phtc, s6 phtc lién hgp, modun cua s6 phic.
Biéu dién hinh hoc ctia s6 phic.

Bai tap

Cho ham s fix)=ax* -2+ Dx+a+2  (a=0).

a) Ching t6 rang phuong trinh f{x) = 0 luoén ¢6 nghiém thuc. Tinh cdc
nghiém do.

b) Tinh téng S va tich P cha céc nghiém cua phuong trinh f(x) = 0. Khéo
sat su bién thién va vé do thi cta S va P theo a.

Cho ham s6 y =—§x3 +(@-Dx> +(@+3)x—4.

a) Khao sat su bién thién va vé d6 thi (C) ctia ham s6 khi a = 0.

b) Tinh dién tich hinh phang giéi han bdi (C) va cac duong thing y = 0,
x=-1,x=1.
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Cho ham s6 y = Ot ax® + bx +1.

a) Tim a va b dé do thi ctia hAm so di qua hai diém A(1 ; 2) va B(-2; —1).
b) Khao sat su bién thién va vé do thi (C) cia ham s6 Gng véGi cac gia tri
tim duoc ctia a va b.

c) Tinh thé tich vat thé tron xoay thu dugc khi quay hinh phing gi6i han
bdi cac duong y =0, x =0, x = 1 va do thi (C) xung quanh truc hoanh.

Xét chuyén dong thing xac dinh bsi phuong trinh

2

3+t——3t,
2

1 4
s(t) = —1" —t
(1) 1

trong do ¢ dugc tinh bang giay va s duogc tinh bang mét.

a) Tinh v(2), a(2), bi€t v(¢), a(t)1an luot 1a van t6c, gia téc cha chuyén
dong da cho.

b) Tim thoi diém ¢ ma tai d6 van toc bang 0.

s 4 2
Choham s6 y =x" + ax™ + b.

a) Tinh a, b d€ ham s6 c6 cuc tri bing % khix = 1.

b) Khao sat su bién thién va vé d6 thi (C) cua ham s6 da cho khi a = —%,

b=1.
¢) Viét phuong trinh ti€p tuyén cha (C) tai cac diém c6 tung do bang 1.
Cho ham s6 y = —~—2

x+m-—1

a) Khao sat su bién thién va vé do6 thi (C) cta ham s6 khi m = 2.
b) Viét phuong trinh tié€p tuyén d cta dé thi (C) tai diém M c6 hoanh do
a#+-1.

2

2—x

Cho ham s6 y =

a) Khao sat su bién thién va vé do thi (C) cua ham s6 da cho.

b) Tim cdc giao diém cta (C) va d6 thi clia ham s6 y = X+ 1. Viet phuong
trinh ti€p tuyén ctia (C) tai mdi giao diém.

¢) Tinh thé tich vat thé tron xoay thu dugc khi quay hinh phing H gi6i han
boi dé thi (C) va cdc dudng thing y = 0, x = 0, x = 1 xung quanh truc Ox.



10.

11.

12.

Tim gid tri 16n nhit, gia tri nho nhét cua ham s6

a) F(x) = 2x° = 3x% —12x +1 H%dmn{&;%}

b) £(x) = x> Inx trén doan [1 ; e] ;
c) flx) =xe " trén nua khoang [0 ; + ) ;
d) f(x) = 2sinx + sin2x trén doan {O ; %n}

Giai cac phuong trinh sau :
a)13>H _ 13" —12=0;

b)(3* +2M3* +3.2Y) =8.6" ;

c) log\/g(x —2).logsx = 2.logz(x —2) ;
d)log% x —5log, x + 6 = 0.

Giai cac bat phuong trinh sau :

X 1 logz(x2—1)
a) <2; b) | — >1;
3* - 2f 2
1-1 1
c) 10g2x+310gx24; ﬂé—.
I+logyx 4

Tinh cdc tich phan sau biang phuong phdp tinh tich phan tiing phén :

T

et 2 dx
a)jx/;lnxdx; b) I ?62 ;
| o sin” x
6
oo 0
c) J.(n—x)sinxdx; d) J.(2x+3)e_xdx.
0 -1

Tinh c4c tich phan sau bang phuong phap déi bién s :

T

24 - -
a) j tan| — — 4x |dx (datu = cos(——4xj) ;
0 3 3
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13.

14.

15.

16.

148

3
3 dx 3
b) I—z(datx:—tant);
39+ 25x 5
5
T
2
c) Isin3xcos4xdx(datu =COSX);
0

T
4
O | —mexdx(datu — 1+ tanx).

n CosTx

4
Tinh dién tich hinh phang gi6i han bdi cdc duong :

a)y:x2+ 1, x=-1, x =2 va truc hoanh ;
1 R X

b) y =Inx, x = —, x = e va truc hoanh.
e

Tim thé tich vat thé tron xoay thu duogc khi quay hinh phang gi6i han béi
cac duong y = 2x% va y = X xung quanh truc Ox.
Giai cac phuong trinh sau trén tap so phic :
aA)B3+2)z-@4+7))=2-5i;

b) (7 = 3i)z + (2 + 3i) = (5 — 4i)z ;
)z —2:+13=0;

Azt -2 -6=0.

Trén mat phing toa do, hiy tim tap hop diém biéu dién s6 phiic z thod man
bat dang thuc :

a)lz| < 2; b)|z —i| < 1; o lz-1-il <1



DAP SO - HUONG DAN

CHUONG I

§1.

1.

§2.

1.

a) Ham s6 dong bién trén(—oo;%j,

nghich bién trén (% ; +ooj ;

b) Ham s6 dong bién trén cdc khoang
(=0 5 =7) va (1
(=7:;1);

¢) Ham s6 déng bién trén cdc khoang
(=1 0), (1 ; +o0), nghich bién trén (—oo ; —1),
0;1);

+00), nghich bién trén

d) Ham s6 déng bién trén (0 ; %j , nghich

y \ 2
bién trén cac khoang (—« ; 0), (g ; +OO) .

a) Ham s6 déng bién trén cac khoang
(=o0 3 1), (1 5 +00) ;

b) Ham s6 nghich bién trén cdc khoang
(=o0 3 1), (15 +00) ;

¢) Ham s6 nghich bién trén khoang (—o ; —4),
dong bién trén khoang (5 ; +0) ;

d) Ham s6 nghich bién trén cdc khoang
(=03 =3), (=33 3), (3; +0).

HD. Xét dau y'.

HD. Xét dau y'.

HD. Khao sét su bién thién ciia cic ham
s0 sau trén khoang (0 ,gj :
a) f(x)=tanx—x;

3
b) g(x) :tanx—x—%.

a)xCDz—S,xCT =2;b)xCT =0;

c)xCDz—l;xCTzl ;

3

d)xCD:5’ xop =1, x = 0 khong phai 1a

diém cuyc tri ; ) xp = 5

2. a)xCD :O,xCT:il;

§3.

b) Xep =g+kn,

T
Xer :—g+ln (k,1eZ);
) Xop :%+2kn,

o =§+(2k+1)n (ke Z);

d) xop =—1,x-p =1.
HD. St dung dinh nghia cuc tri.
HD. Xét dau y'.

az—g;b>§
5 5
hoac a= ! ;b 400
5 243
m=-3
a) min y=—-41, max y=40;

[-4:4] [-4:4]

miny =8, maxy=40.
[0;5] [0;5]
. 1
b) maxy=56, miny=——.
[0:3] [0:3] 4
miny =6, maxy=>552.
[2;5] [2;5]

. 2
¢) miny=0;maxy=—.

[2;4] 2:417 3
min y= >, max y= 4
3o 4 (a3

d) mny=1;maxy=3.
[-1:1] [-L:1]
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Hinh vuong canh 4 cm.

Hinh vuong canh 443 m.
aymaxy=4,b)maxy=1.

ok wDN

a)miny=0,b) min y=4.
(0;+0)

§4.

1. a) Tiém can ding x =2 ;
Tiém can ngang y = —1.
b) Tiém can ding x = -1 ;
Tiém can ngang y = —1.

2
c¢) Tiém can ding x = 3 ;

Tiém can ngang y =% .
d) Tiém can ding x = 0.
Tiém can ngang y = —1.

2. a) Hai tiém can ding x = 13 ;
Tiém can ngang y = 0.

b) Tiém can ding x = —1 va x:% :

e 1
Tiém can ngangy = 5

¢) Tiém can ding x = -1 ;
d) Tiém can ding x =1 ;
Tiém can ngang y = 1.

§s.

4. a) Mot nghiém ; b) Mot nghiém ;
c) Hai nghiém.

5. b) Vi
nghiém.

m<-2 hoacm>2: c6 modt

m = =2 hodc m = 2 : c6 hai nghiém.

-2 <m <2 :cbbanghiém.

6. b)ym=2.
1 1 1
7. aym=—;¢c)y=2x——,y=-2x——.
) 2 )y 2 7
8. a)mz—é;b)m=—§.
2 3

9. aym=0;¢c)y=-2x—-1.
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ON TAP CHUONG I
5. b)iym=22;ii)ym<2;
6. b)O<x<4;c)y=9x+6.
7. b) m <2 hoac m > 10 : mot nghiém ;
m =2, m=10 : hai nghiém ;
2 <m < 10 : ba nghiém ;
c)y=-2x+1.
8. aym=1;b)m=#1;c)m<0.
9. byy=4x+3vay=—-4x+3.
c) m<—6:vonghiém ;
m=—6:2 nghiém ;
-6 <m <3 :4nghiém;
m =3 : 3 nghiém ;
m > 3 : 2 nghiém.
10. a) m < 0 : moOt cuc dai ; m > 0 : hai cuc dai
va mot cuc tiéu. b) Vm ; ¢) m > 0.
11.c) m = 3.

12. a) Vo nghiém ; b)i§+k2n kel.

c)y= —1—7)(?-1-&.
47 24
Bai tap tric nghiém
1.(B);2.(A); 3.(B); 4. (C); 5. (B).

CHUONG 11

§l.
1. 2)9;b)8;c)40;d) 121.

5 1
2. a)a®;b)b;c)a;d)bd.

1 -3
3.2 270 137 (—) .
2
l 3 _1
b) 98° ; 325 ; (—j .
7
4. a)a;b)1(b=#1);

¢) —— (a#b) ;

Yab
d) Yab.



§2.
L a)(-0;1D);b)(—2:+2) ;
ORN{-1;1};d)(—0;-1D)uU(@;+x).

2
2. a) %(4x—1)(2x2—x+1) 3,

3
b) _71(2x+1)(4—x—x2) 4,
3 us
0) 7“(3“1)2 :

d) 35—V,
4. a)16n hon ; b) nho hon ;
¢) nho hon ; d) 16n hon.
5. a), b) nhd hon ; ¢) 16n hon.

1 1
1. a)-3;b)——;¢c)—;d) 3.
) ) 5 )4 )

2. 2)9;b)24/2:¢) 16;d) 9.
2

3. a)g;b)4loga|b|.
4. a) 16n hon ; b) nho hon ; ¢) 16n hon.
5. a)2a+b+1;b);.

2(1-c)
§4.

5

3. a)(—oo;E);b)(—w;O)U(2;+oo);

¢) (=005 UG 5 +00): d)(_§;1j.

5. a) y'=6x—l+4cosx ;
X

2x+1
b) y =
(x*+x+1)In10
., 1-Inx
0y==
x“In3

c)x=0hoacx=3;d)x=09.
2. a)x=2;b)x=3;¢c)x=1;d)x=0.
3. a)vonghiém ;b)x=7;
c)x=6;d)x=>5.
4. a)x=2;b)x=5;c)x=8.

§6.

1. a)x<1ho{1€x>2;b)%£x£1;
¢)x < 1;d)x<0hoac x> 1.

2. a)x£—30;b)§<x<3;
c)x>3;d) 9<x<27.

ON TAP CHUONG II

4. a)R\{l};b)(—oo;l)u(%;Jrooj;
¢) (-0 ;=3)U(4; +00);d)[0; +00).

5. 5.

6. a)8;b) 11.

7. a)x=-3;b)x=0,x=1;c)x=1;
d)x=8;e)x=27;g) x=4.

o

.a)ng;b)x<—1;

c)i<|xl <2; d) 0,008 < x < 0,04.

22
Bai tap tric nghiém
1.(B);2.(C0);3.(B);4.(C);5.(B);
6.(C); 7. (B).

CHUONG III
§1.

1. a) ¢ *va —e " la nguyén ham cta nhau.

b) sin® x 1a mot nguyén ham clasin2x.

4 ‘
c) (1——)6”(151 mot nguyén ham cla
x

2
(l—gj et
X
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5 1 2
2. A)=x3 +=x0+=x3+C;
5 7 2

X —
b)M+C ; ¢)—2cot2x+C ;
e*(In2-1)

d)—l[10058x+c0s2xj+C;
4\ 4
e)tanx—x+C;
o) 1324
2 9

1
r +C.

1
h)—In
)3

1-2x

1 1( 1 2
D. == +
A+x)0-2x) 3U+x 1-2x
5

1 10 1 2\
3. a)——(1- +C;b)=(1+x7)2+C;
a) 10( x) )5( x7)

c)—%cos4x+C;d)— +C.

1+¢*
1 e’

HD. -
efre +2 (e +1)

1 - 1 -, x
4. a)—(x"-DIn(d+x)——x"+=+C.
)2( ) In(1+ x) ) 5
b)e (x> —1)+C;
X 1 .
c) —Ecos(2x+1)+zs1n(2x+ D+C;
d)(I1-x)sinx—cosx+C.

§2.

1. a) 3

103/4

1 4
d) 11— ;e)——-3In2; g) 0.
) 3 )3 2)

GY9-1);b)0;¢) In2;

i 1
2. a)l;b)—;c)e+—;d)0.
) )4 )e 5 )

3. a)g;b)g;c)ln(l+e);d)g.
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25 1
4. 2)2:b)=e +—;

9 9
¢)2In2 —1;d) 1.

3 243

5. a)4£;b) l+ln— ;¢) 3lIn——.
15 8 2 3

6. —.
42

1. a)2 ;b)e+l—2 ;0) 9.
2 e

© Wl

n—2
3n+2

16 7[2 ( TE)
4. a)—m;b)—;c)m| 1-——|.
)15 ) 2 ) 2
3
5. a)ﬂ(cosa—cos3a),[03agﬂj;
3 3
2 3
b) max V(a)=VCD :_\/gTER
[O.E} 27
3
. 1
tai coso =—

N

ON TAP CHUONG III

3. a) E)C“—Ex3+3x2—x +C;

b) —lcos4x—icos8x +C;
8 32

1+x

c) lln +C;
2

1-x
d) le3x _éer +3¢" —x +C.
3 2

4. a)(x—2)cosx—sinx+C;

5 3
b)%x2 +%x2 +2Jx+C



7.

1 5,
C)Eeh - +x+C;

d)ltan(x—£)+C;
2 4

2 323 1 [1+x
Z(x+)2-Zx2+C; )=
)3( ) 3 g)3

In +C.

- X

8 1839 2 6
—:b)——;¢c)—(13e” -1);d 2\/5.
a)3 ) ) C)27( e’ —1);d)

a) —E; b)L; c) 2+111n2;
8 In2 2

1 i © 5n
d)——In3 ;e)1+— ; g)—+—.
'3 My 85

e 4z
a) ——1;b) —.
)2 ) 3

Bai tap trac nghiém
1.(C);2.(D);3.(B);4.(0);
5.a) (), b) (B); 6. (D).

CHUONG IV

§1.

1.

a) Phan thyc 12 1, phén 4o 1a —m.
b) Phén thuc 12+/2 , phan 4o la —1.
¢) Phin thuc 122+/2 , phéan 40 12 0.
d) Phan thuc 12 0, phan ao 1a —7.

a)x—E —i'b)x—l_\/g —\/§+1'
2’)’ 37 2 ay 3 £

c)x=0,y=1.

a) Pudng thing song song véi Oy, cit
Ox tai diém (-2 ; 0).

b) Puong thang song song véi Ox, cit Oy
tai diém (0 ; 3).

¢) Cic diém nim trong phian mat phing
toa do giGi han bdi hai dudong x = —1 va
x=2.

d) Cic diém nam trong phan mat phing toa
do gi6i han béi hai duong y =1 vay =3, ké
cé cdc diém nam trén hai dudng nay.

e) Céc diém nim trong hinh vuong gii
han bdi cdc duong x=-2;x=2;y=-2;
y =2 ké ca cdc diém niam trén cic canh

cua no.
4. a)lzZl =7 :b) Izl =11;
o)lzl=5;d)ld=+3.

5. a) DBuong tron tam O ban kinh 1.
b) Hinh tron tam O ban kinh 1.
¢) Hinh vanh khan gigi han bd&i duong
tron tam O bén kinh 2 va dudng tron tam
O bén kinh 1, ké ca cac diém trén dudng
tron tam O ban kinh 2.
d) La giao diém cla dudng tron tam O
ban kinh 1 va duong y = 1.

6. )7 =1+iv2:b)7=-2-i\3;
c)z=5;d) z=-7i.

§2.

1. a)5-i;b)-3-10i;
¢)—1+10i ; d)—3+i.

2. )a+f=3+2i; a-F=3-2i;
ba+p=1+4i; a-=1-8i;
a+pf=-2i; a-pF=12i;
Da+p=19-2;a-f=11+2i.

3. a)—13i;b) —10-4i;
c)20+15i;d)20-8i.

4. P=—i,i* =1, =i.

Néu n=4g+r,0<r<4 thii" =i".

5. a)-5+12i;b)-46+9i.

§3.
1. a)i+li;b)2+‘/g+2‘/§_ﬁi;
13 13 7 7
c)—2+2i;d)—2—5i.
13 13
2. a)l—%i;b)£+ii;
5 5 11 11
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§4.

=

5.

B,

d
€)= )28 BN
a)—28+4i; b)ﬁ—ﬁl
5
c)32+13i;d )2—21
45 45

8 9
a)z=1;b) z=——=i;¢c)z=15-5i.
) ) 5 5 )

+in7 42032 3 123 £2i/5 5 +11i
]-‘rl\/’ —3il'\/E
; b) =5

3 14

T+iV171

10

a) 21y = J_rx/E; Z34 = ii\/g.

b) z,, =Fin2; 7, = #iV5.

a) 21y =

c) 21y =

c
Z 42y =—— 22y =—
1 2 a 172 a
0

¥ 2ax+d® +b* =

ON TAP CHUONG IV

2.

Néu s6 phiic 12 mot s6 thuc thi modun
cua né chinh 1a gid tri tuyét doi ctia né.

3. z=Zkhivachikhize R.
4. a) SO phic c6 phan thuc 16n hon hoac
bing 1.
b) S6 phiic c¢6 phan 4o thudc doan
[(-1:2].
¢) S6 phic ¢é phan thuc thudc doan [—1 ; 1]
va modun khong vuot qua 2.
5. a) buong x = 1. b) budong y = -2.
¢) Hinh ch@ nhat giéi han bdi cdc dudng
x=—-1l;x=2;y=0;y=1.
d) Hinh tron tam O ban kinh 2.
6.a)x=1;y=1; b)x=-1;y=3.
8. )21+ )——% 5
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c)4di; ) 1
9. a) z= l,b)ZIﬁ—El
5 17 17
tiV4
10.2) 2, , =— éﬁ;b) L, =38

_ .4 _ )
23’4—iz 8.¢) Z —i1,23’4—il.

3+ia7 3-i7
11. z) = Iy = .
2 2

12.bdt z; +z, =a;zz, =b;abe R

z;,7,1a hai nghiém cua phuong trinh
22 —az+b=0.
Bai tap tric nghiém
1. (B). 2.(C). 3.(B).

4. (C). 5.(B). 6. (C).

ON TAP CUOI NAM

2
1. a))c1 :1;x2=1+—.

a
b)S=2+E;P=1+g.
a a
2. b)é.
3
3. a)a=1,b=—1;c)%.
105
4, a)v(2)=-5,a(2)=1;b)t=3
5. a)a:—2,b=§;
2
coy=1 y—Lx+l y——Lx+l
s \/E 25 \/E .
6. b)y= (x a)+a 2
(a+1)* a+l’

1
7. b) y=5x+lvéy:2x.c)V:2Tt.

8. a) min_f(x)=-19, max_f(x)=8.

B

2 2



b) min f(x) =0, max f(x) = .
[L;e] [1;e]

¢) min f(x)=0, max f(x):l.
[0;00] [0;+o0) e

d) [(r)r;lérﬂf(x) -2,

2
max_ f(x) zﬁ.
0.7 2
2

9. a)x=0; b)x1 :O,x2=10g33;
2
C)x1=3,x2:5;d)x1:4,x2=8.
10.a) (o0 ; 0)U[l; +0);

b) (2 ;DU :+2):

1
0; ——— |U[10; +) ;
C)( 10000) [ )

d)(O;%ju[2;+oo).

w3

4 6
11.a)—(5e¢” +1); b)——+1n2;
)9( ) )6

c)m;d)3e-5.
12.0) L3y o2 g H2
8 1807 '35° 3
13.a)6;b)2(1—1j.
e
14, 207
35
15.a) 222_31' :b) Z:_Z_il';
13 13 5 5

¢)z = 1+243i, z, =1-243i;
d)z12 =443, Zyy =i\/§i.
16.2) Hinh tron tam tai goc toa do, ban kinh 2,
khong ké bien.
b) Hinh tron tam tai (0 ; 1), ban kinh 1.

¢) Hinh tron tam tai (1 ; 1), ban kinh 1
(khong ké bieén).
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BANG TRA CUU THUAT NGU

Thuat ngir Trang
Bat phuong trinh logarit 87
Bat phuong trinh logarit co ban 87
Bat phuong trinh mil 85
Bat phuong trinh mii co ban 85
Can bac n 51
Co s6 49
Cuc dai, cuc tiéu, cuc tri 13, 14
Dién tich hinh phang 114
Piém biéu dién so phitc 131
Diém cuc dai cta d6 thi. Piém cuc tiéu clia do thi 14
Piém cuc dai ctia ham s6. Piém cuc tiéu cia ham so 14
DPiém cuc tri 14
Dong bién. Nghich bién. Don diéu 4,5
Pon vi ao 131
Gi4 tri cuc dai. Gié tri cuc tiéu 14
Gia tri 16n nhat. Gia tri nho nhat 19
Ham s0 logarit 74
Ham s6 luy thtra 56
Ham s6 mil 70
Hinh thang cong 102
Logarit 61
Logarit co s6 a cua b 62
Logarit hoa 81
Logarit thap phan 67
Logarit tu nhién 67
Luy thira 49
Modun cua s6 phtic 132
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Mii hod

Phan thuc. Phan ao

Phuong phdp déi bién s
Phuong phap tinh nguyén ham tiing phan
Phuong phép tinh tich phan tiing phan
Phuong trinh logarit
Phuong trinh 16garit co ban
Phuong trinh mii

Phuong trinh mii co ban

S6 mii

S6 mii hitu ti

S6 mii nguyén

S6 mii vo ti

So6 phiic

S6 phiic lién hgp

S6 thuan ao

Tap khao sat

Thé tich cta vat thé

Thé tich khoi chép

Thé tich khdi tron xoay
Tich phan

Tiém can ding

Tiém can ngang

84
130
98, 108
99
110
81
81
78
79
49
52
49
53
130
132
131
58
117
118
119
105
29
28

157



MUC LUC

Chuong I. UNG DUNG DAO HAM DE KHAO SAT
VA VE bO THI CUA HAM SO

§1. Su dong bién, nghich bién cua ham s6
Bai doc thém : Tinh chat don diéu cla ham s6
Ban c6 biét : La-grang (J.L. LAGRANGE)

§2. Cuc tri clia ham s6

§3. Gia tri [6n nhat va gia tri nho nhéat cta ham so
Bai doc thém : Cung 16i, cung 16m va diém udn

§4. Buong tiém can

§5. Khao sat su bién thién va vé do thi clia ham sé

On tap chuong |

Chuong II. HAM s{)' LUY THUA
HAM SO MU VA HAM SO LOGARIT

§1. Luy thua
§2. Ham s6 luy thua
§3. Logarit

Ban c6 biét : Ai da phat minh ra logarit ?
§4. Ham s6 m{. Ham s6 l6garit
§5. Phuong trinh mU va phuong trinh 16garit
§6. Bat phuong trinh mi va bat phuong trinh l6garit
On tap chuong I

Chuong III. NGUYEN HAM - TICH PHAN VA UNG DUNG
§1. Nguyén ham
§2. Tich phan
Ban c6 biét : Niu-ton (1. NEWTON)
§3. Ung dung cta tich phan trong hinh hoc
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Ban co biét : Lich st phép tinh tich phan 122

Bai doc thém : Tinh dién tich bang gidi han 122

On tap chuong llI 126
Chuong IV. SO PHUC 129
§1. S6 phuc 130
Ban c6 biét : Cac-da-n6 (G. CARDANO) 133

§2. Cong, trt va nhan s6 phuc 134
§3. Phép chia so phuc 136
§4. Phuong trinh bac hai voi hé so thuc 139
Bai doc thém : Phuong trinh dai so 141

On tap chuong IV 143
On tap cudi nam 145
Pap s6 — Huéng dan 149
Béng tra ctu thuat nga 156
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Chiu trdch nhiém xudt ban :

Chiu trdach nhiém néi dung :

Bién tdp ldn ddu -
Bién tdp tdi ban :
Trinh bay bia :
Bién tdp mi thudt :
Bién tdp ki thudt :
Sita bdn in :

Ché'bdn :

Chi tich Hoi dong Thanh vien NGUYEN PUC THAI
Téng Gidm doc HOANG LE BACH
Téng bién tap PHAN XUAN THANH

PHAM BAO KHUE — LE THI THANH HANG

HOANG VIET

BUI QUANG TUAN

BUI QUANG TUAN

NGUYEN THI THANH HAI - TRAN THANH HANG
PANG VAN TUYEN

CONG TY CP DICH VU XUAT BAN GIAO DUC HA NOI
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